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问题 时 ,往往 忽略 这 一 因素 。 ЖЗ НИНЕ; 在 件 么 条 件 下 ,可 
以 容许 这 种 省 咯 、 当时 清 影 响 大 时 , 工程 上 要 求 对 任何 时 洁 , 6568628352 
Ж. 对 这 种 全 时 洲 的 情形 ,本 书 检 出 了 处 理 方法 。 本 书 为 自动 控制 工作 者 
及 力 学 工作 淹 提 供 了 采 太 的 方法 与 糙 诊 。 也 为 数学 工作 者 提供 了 一 类 研究 
юш. 
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随 着 自动 控制 技术 的 发 展 ， 时 洽 对 于 动力 系 坏 运动 稳定 性 的 
影响 受到 技术 工作 者 的 广泛 应 用 和 硫 究 工作 者 的 更 多 的 重 向. 

本 书 比较 系 蒂 地 探讨 了 这 方面 的 丙 题 ， 其 中 若 于 方法 与 千 果 
可 适用 于 一 般 的 运动 稳定 性 两 题 ， 书 中 主要 部 分 是 1957 年 至 
1960 ЖА, ER. 蔡 光 林 等 同志 和 我 在 中 国 科学 院 数学 三 
帘 所 共同 进行 的 工作 ,其 中 也 包括 我 们 提交 1960 年 6 月 在 莫斯科 
РАВ А ВА АО ВЕНЕ ВЯ, 

ДЕР СЕНТЕ, АИР АИА, ЖЕ E. 98 
学 森 教 授 提供 了 宝 正 的 意见 ， 推 动 了 工作 进一步 地 深信， 特 致谢 
Жж, 


ТЖЕ Жж. RME T-ARA a, за ВАЕ 
有 所 帮助 。 欢迎 车 者 批评 与 指正 。 
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51. РНЕ 
ХЕМ 2833: А, ЕН ЧИН ЗЕ ОИС 
衰减 的 规律 可 以 表示 为 


акб) _ 
й 


音 笃 振动 的 规律 可 以 表示 为 
PKD 448 pe); 


4 
REEE ЕР ЧЫ, а Е 
200) 00) р 1 = 0: 
L kaa 000) = 0; 


—кк@); 


dt 
Tr 383brh— HE RAT AUERN 
Gx) _ _ O] 
Pae GY + {ду 
mD gey — O 
4? CD + ра 
И С! 
ФӘ ИИ, ад, -, а) ал) 
dt 
#= 1,2, суп 
及 其 初 站 条 件 
«00) = = (1.2) 


来 阐述. 巡 些 现象 郡 看 作 时 间 z 的 医 数 . 在 写成 这 秆 数学 模型 时 
方程 租 《1.1) 的 右 方 和 左 泡 都 只 是 而 一 时 间 : 的 医 数 , ARER, 
我 们 假定 了 事物 发 展 的 趋 高 (方程 组 《1L1) AH) 只 由 其 当前 的 


баз 


RETRO. ИТ =), «КР, +++, a) 来 决定 ,而 不 
ВАНЯ РОЗЧЕСАТИ], ЗАВТРА 


E RCO) ве ко ББ Bi Я ЕШ к) 有 关 , 而 与 过 
去 的 质量 无 关 ， НЕА, шта 815 


(PŽ, „ BO) пешат тания GO, O) 有 


关 , 而 与 过 去 二 个 星球 则 的 位 置 无 关 ， 可 以 简单 地 家 ,这 些 现象 都 
是 降 时 起 作用 的 。 在 这 种 假设 下 的 数学 模型 ， 与 对 大 量 事物 的 运 
动 规律 的 描述 是 很 好 地 符合 的 . 

在 三 帘 自 然 现象 由， 客观 事物 的 规律 是 复杂 的 和 多 样 的 ， 不 
少 的 情形 不 仅 锋 要 考虑 到 事物 的 当前 状态 ,而且 还 需要 考虑 事物 
过 去 的 历史 .这 两 者 的 影 咏 可 能 同时 扶 接 起 着 作用 . 

AL 在 弹性 理论 中 ,考虑 到 “ 汗 留 效应 ”时 ,导出 了 方程 中 

мо + auli) + ү Kl= r) б) ат = КР. 

#2. 在 人 口 增长 理 葵 中 ,出 现 了 所 前 的 “ 除 旧 更 新 ” 方 

gu 


“(D 一 (ORAN “G — 2400 ат, 


КЕ Е „ДЕЕ ДУШ 
duke) 
di 
4. ERREP, ATARE ЗОРА JNE fq pt 
下 商 形式 的 方程 中 


ФӘ L auli) + buli — r) + КО. 
dt 


Ж 5。 在 近代 核 物 理 中 用 计数 器 测量 盾 点 源 强 度 , HAR 
a = а 0) — a(t где], 


+(1— nule) + nu(t— r) = 0. 


这 些 例子 的 共同 特点 之 一 是 :方程 右 方 不 只 依 朝 于 民 z, 而且 
WAF (G — r), т> 0 (ий (т), 7 过 站 ， 亦 郎 当前 发 展 的 趋向 


。 2 ， 


>r 


ВВ НЕКИЕ ВУ, OMER, RREK EIRE 
BLS: ‚КАПШЕ “ЭРИ” 现象 ， 这 卦 的 数学 模型 便 不 下 是 方程 组 
《14) 的 类 型 ,而 点 当 是 微分 差分 方程 组 


EO — рац, жб, 5, AD, я та), 


же — та), сб, z G т) аз) 
т >0 i ра 1,2,6, п, 
а ЖЖ, т, LPE z МА; 至 于 初始 条件 , 也 不 再 象 
Со) РЕНТА, Aa КЕГЕ, 

ДЕН ЗВО н, ETEA ЖЕНЯ НЕГ APEA 
ВСВ, ЕВ А ааа), А ре EERE HITS L uk a 
Е НЧ Н АКИО; Эна А ЕРНИ EER 
RA Еле, ЕЕ, НЕК ТРК 
MER, 也 就 是 将 方程 祖 (1.3) 中 的 т, УС AFR 
BHC). НЕО ПЕНЬ EEE EC. 
ЗЕЕ, |1 ЇЙКЯ БОННЕ ТЕ, BL: ERF 1-48. 
НУЖА, ВЗЕТО? 在 本 书 中 ,我 们 
ЖЕНА, НИЗ REESE E КЕГЕН ИЯ БАЙКЕ 
ЗАН RARA ЭЛЛЕ ЗЕЛЕНИ, ЛЕНИЕ ТОВА 
Фо ВАЊА AREH AAt ТЭХЕН а ВАА DEN. A 
п, 


260 L у 2x) = 0) 


dr 
是 稳定 的 ,但 是 当 r НК, Е 
жо 202 0 


RBI аж, тА ЛПДА, MEE 
HARDERE ЗЕРЕ, ЛЕВАЧ 28 ЭЕ ЯЕ, r 的 
大 少 是 有 条 件 的 ， 决 定 这 种 条 件 是 一 种 类 型 的 前 题 ， 

这 里 还 有 另 一 种 类 型 的 开题。 考虑 到 实际 上 т 的 大 小 的 测定 
是 因 难 的 , 因此 要 闻 ， 对 任何 大 于 零 的 r。 是 否 微分 差分 方程 租 


- 3 


《1.3》 可 用 微分 方程 粗 《1.1) 代替 而 仍 保持 其 运动 稳定 性 的 特点 . 
这 时 车 在 + 上 不 加 条 件 , 则 在 方程 粗 (1.3) 的 系数 上 便 需 要 加 上 条 
fF. Pin, а 


=. = ax( + в) = (а + Б) 


当 4a 十 5 < HERRER, AH ЖЕЙК ЖК 


Aa) ад бт) 
й 


对 所 有 的 + >0 都 是 稳定 的 ,其 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 
+530, a— ;=<0 

同时 满足 ， 这 里 增加 了 一 个 新 的 条 件 a 一 Р<0, 这 种 新 条件 的 
确定 ,构成 了 另 一 种 类 型 的 间 题 . 

运动 称 定 性 的 处 理 , 有 弥 典 的 李 雅 普 洋 夫 的 工作 中 .不 过 这 是 
对 于 微分 方程 粗 (1.1) 的 。 要 将 这 些 方 法 应 用 到 微分 差分 方程 租 
(1.3), МЕН МИ, 特别 是 代数 方程 的 根 的 实 部 符 
号 的 制定 ， 要 用 起 越 方 程 的 粮 的 实 部 符号 的 制定 来 蔡 代 ， 这 便 形 
Хх Е. 

为 了 使 理论 工作 可 以 直接 有 助 于 工程 技术 的 需要 。 就 不 能 满 
足 于 一 般 经 典 的 存在 性 精 芥 ,而 必须 和 输出 明显 的 表达 公式 ,使 得 实 


蒜 工 作者 可 以 直接 而 简单 地 验证 这 些 条 件 ， 以 恒 保 证 设计 工作 的 “ 


正确 性 ， 例 如 ,不 能 满足 于 已 有 的 李 雅 善 讲 夫 画 数 的 存在 性 定理 ， 
而 需要 给 出 明显 的 具体 公式 .这 又 形成 一 种 类 型 的 问题 . 

本 书 的 目的 在 于 有 系 芒 地 了 朵 述 -上述 各 种 类 型 的 闪 是 ， 而 以 带 时 
沸 的 动力 系 蓄 的 运动 稳定 性 的 考虑 为 中 心 ， 在 加 际 上 ， 这 些 半 是 
都 正在 发 展 中 . 


$2. 关 题 的 性 质 与 运动 稳定 狂 的 定义 


在 本 节 我 们 将 介 井 若干 基本 假定 及 定义 ， 还 将 叙述 而 不 起 明 
与 此 有 关 的 定理 ,因为 它们 不 是 本 书 的 主题 . 
首先 是 关于 初 值 并 是 的 提 法 四, 以 一 阶 的 常 时 灌 的 情形 为 例 ， 


. 4. 


方程 
ә = JG, (D, ut— т) т> (2.1) 
Я 


ВОЗИЛА НЕЖИН z = в 而 必须 狂 在 一 个 区 并 ， 例 如 葵 
定 

A = gh)， 当 HT 
同样 ,对 于 一 阶 的 变 时 请 的 情形 来 改 ,方程 


HD fe, KD а 1090), 20 (м) 


的 初 值 要 答 定 在 一 个 初始 点 集 上 ， 例 如 要 决定 : 实时 的 解 О, 
BARE 
ule) = POD, Ш z€ En 

ИЖЕ, КАЖ, EH = o 的 点 ， 及 当 + 之 时， 
t— тд) «© + rU 的 点 所 组成 ,在 特殊 情形 中 ,8,, 也 可 能 
退化 为 一 点 . 

ТЕ Ез Е ЕУЕН, Фа) ЖИ РИН 
ЖОБО БИШ ВСА Т, 要求 连续 的 解 x(). 


对 于 具有 时 请 的 = 阶 方程 

dule) dnk, 

ELD о, ,ls (D), +, 
dufe — TY) 
Eee), б жо, (2.3) 


它 的 初 值 闪 题 是 :在 初始 点 集 E, БЕНЯ 
(г) е0 60 = Ф000), ДЕТ, 2,0, n— 1, 
г 


要 决定 解 e), 使 得 在 :之 加 ВН, 并且 其 导 画 数 一 直 到 
И. 
关于 导数 的 要 求 , WR E, 退化 为 一 点 , ER Е, ВИЖ 
点 , 刚 在 点 要 求 莉 以 右 方 导数 
а) 


= «0 = ... 一 
Ама 0 579,19 2,°°› G — l). 


关于 导数 明 题 ;有 时 出 现 所 谓 “квл” Же, Ar 
单 形式 为 例 ,方程 


dult) _ _ dult — T) 
EO одн о, SY) GO 
的 初始 画 数 是 :在 初始 点 集 Eu LIRE 
«о ~ еб) ж 240. — RO, 


人 

欲求 + D {НЕЙИР uC), 

ДЕ БУЛАК УД НА НЕ АЕ МЕ — MEB A ËF. 
以 (2.2) 为 例 , 如 果 f, PO) 及 <) ВЕНА, 并 且 К, б), 
ule — туу 对 кб) Ж иб т) ЕЕ 51588 ЛЕ ЖЕ р 

б, а, ул) — КО, жь уд] < Км аз + у}, 
则 可 保证 解 的 存在 性 及 唯一 性 ， 同 类 性 质 的 条 件 也 可 加 到 其 他 各 
种 类 型 的 方程 ， 这 种 存在 性 及 唯一 性 的 充分 条 件 ， 本 书 中 均 设 其 
BME, 

ДНЕ A HERNE i OAR ARA 
如 (2， 4) 之 唯一 性 条 件 将 非常 复杂 . 

现在 来 令 述 解 的 竹 定 性 ， 对 于 不 带 时 淆 的 微分 方程 而 言 ， 解 
的 特定 性 的 定义 按 李 雅 普 讲 夫 意义 可 表述 如 下 : 

设 方程 租 


SG, ль ужу О, #21, 2,11, в (25) 


ЖШ И х= 0,2—1,2, 5-5, п, MER 
(0,0, +1, 0; 2) =0, #=1,2,сс,п 
RU ВЕЕ ЖЕ УК ЖЛЕ НА, MRE КУЙЕ ЁРЕ: 
对 任何 给 定 的 。 > 0, ЖЕ è= 8(з) > 0, 使 对 任何 的 初 伸 
ай, эй, сс, ær, P(=0), REE 
| < 3, 
А-З) Ой, д, ее, в, P) DADENI 


= 00), i=l, 2, an 


均 满足 条 件 
6. 


«КВ < в, 


此 式 对 任何 t > r ROE 

在 上 述 定 又 中 ,如 果 不 一 定 能 有 一 5(e)>0, ДЕ В n=, 
#= 1,2, n ЕЕ, 

在 稳定 的 情况 下 ,如 果 还 有 条 件 


Пах) =0, #=1,2, ,7 
т-= 


ЕЯ a= 0, ;=1,2,-+-, в НЕ ХШ 


稳定 . 


这 里 所 取 的 任意 值 Ci, 好， …， 汪 )， 实 际 上 表示 初始 值 受 到 
一 个 扰动 , 当然 , 扰动 在 任何 时 刻 均 可 能 发 生 ,而 不 仅 限 于 某 个 特 


ЕЯ 


一 如 才 可 能 发 生 ， 但 是 ,对 于 不 带 时 谐 的 微分 方程 而 襄 ， 


HERRAR HEH] 各， 这 是 因为 对 任何 各 而 言 ， 如 果 得 
到 的 运动 挡 李 路 普 洪 夫 意 义 是 稳定 的 , 姑 对 任何 7 > zs 也 都 可 以 
让 朋 运动 接 李 人 雅 普 诺 兴 意义 是 稳定 的 ， 这 只 权 注 意 到 微分 方程 的 


解 对 


F 初 值 的 回炉 依 顿 性 条 件 以 及 解 可 以 在 z ВЕРН ЖЕНЕ 


长 的 可 能 性 , 便 足 以 证 明 这 点 . 

但 是 ,对 于 带 时 沸 的 方程 而 划 ,一般 地 解 不 能 在 上 减少 的 方向 
条 炉 延长 , 举 一 个 简单 例子 来 说 明 这 点 ， 

ЖОЕ УРЕ 


ZO sG 1), 


并 且 给 定 初始 点 集 0 <: < 1 ЕО 


xD = pQ). 


要 将 此 解 癌 上 < 0 延长 , 则 有 


«@—1у = 22 - о, 0чу! 


4 
GD =Z 9 Бе, < 
åt dt 


ЖИ АВЕ ОЕ: < 0 方向 延长 , 便 需 要 ри) 有 无 限 多 次 微分 . 
解 不 能 在 + 溅 少 的 方向 任意 延长 这 一 事实 ， 使 得 稳定 性 对 u 
的 选取 也 不 能 任意 ， 对 于 在 初始 点 集 ,。 上 之 初始 扰动 醒 数 为 稳 
定 的 解 ,有 可 能 对 于 其 他 时间 为, 对 在 初始 点 集 Bi 上 之 初始 扰动 
HRETREN, 
ТАНЯ, ВРК РИ, HARA E 
dult) ` 
= T шв — ие — 105), 22 0 
其 中 T(z) 取 为 
0) = (1 — e), 
НМ #20 р}, 74) 之 0， 这 时 沪 程 化 为 


LG) 一 MD — ule), e> O, 
di 


ЗЫЕ ВАМЗЕЙЕЙИ A PARRI АЁ, ЇР. EE ER ЖЕЛИ 
[ШЕЙ 
对 初始 点 集 Е, ПОЕ, MEAR 
4220, “SD 

Ёа ге" БЕ 7—20, е = 0. 故 就 是 一 点 + 一 0， 对 于 F. 

J ritos, КТВ В (O 一 0 是 稳定 的 , 这 是 因为 
如 果 初 始 时 间 是 名 一 0， 则 这 个 方程 的 通 解 就 是 ыг) = С.Ш 

ся НН. 

另 一 方面 , RENARE 上 = z, > z, ИНЫЕ, 
ЗА E, ПН, 经 过 基 种 线 小 扰动 。 便 可 使 显 易 解 是 不 稳定 的 ， 
这 是 因为 这 时 初始 点 集 是 一 个 独立 点 + — в 和 一 个 厂 段 , К 
段 由 同时 满足 条 件 

гра, геа (22:0) 
=. te: ЕЗД Я, ПИ те * ОКОН РГАН e, 但 已 取 定 1> 
e, Ék n ЕРЕ E. Ee а B 9 üa Bi 3 
un) = 8 


及 
0 Ëa z€ E, На), 


ресе сас ан 
оя 


这 样 的 解 当 # 一 4-00 时 取得 оо, ,从 而 得 到 显 县 解 的 不 稳定 性 . 

因此 ,我 念 对 于 稳定 性 的 定义 还 需要 进一步 加 强 , 郎 不 只 要 求 
HENA ти СЕ, ЭВ, 而且 要 求 对 所 有 的 hh < 
Ey 均 为 稳定 ， 具 体 定义 如 下 :方程 


su = рорад, а не n(Y... 


Ha Toa) 1,2,5, 
ти) 20 
旦 在 满足 初始 点 化 上;, LEHE 
иб) = Фф) (=1,2,., n) 
之 解 ( 配 作 ) 
[uD Joy G= 1,2,0 в) 
称 为 稳定 的 ,如 果 对 于 任何 6 2 n 及 任何 s с> 0, 可 以 取 SC, 
s) 使 得 对 于 在 初始 点 集 E, ЛЕ ВОВА фт) = 1,2, °., 
п). RE 
С) 一 Соо < Bis в), #=1,2,--,я 
AIE фт) РЕЗА AL eue ， 当 = 22 А НЕЕ К 
Пике ао [ещо < в, i= L, 2,55, m, 

ШАНИ гга e >> 0, fh 90, в) ЖАРЕ, Ө] 
[ ОЗ УЕ 称 为 不 稳定 。 

红果 在 稳定 的 情形 中 ,进一步 还 有 

lm | [45 ако — Ги оо] = 0, 
Б (1 Е, 

最 后 ,我 们 还 要 附带 指出 , 对 * r 25 fa АНТЫ ОН nl 
МИ. И” ИЕН" ИЕН, АННО 
可 以 任 剖 ,因此 也 就 扩大 了 这 一 范围 ， 两 者 之 关 不 完全 等 价 ,后 者 
稳定 时 便 可 导出 前 者 稳定 , 实际 上 不 等 价 的 情形 只 是 些 特例 , 所 


ДЖЕН НИ, 


$3. 问题 的 特点 及 解法 的 基本 思想 


对 于 稳定 性 阅 题 的 解法 ， 一 般 有 站 接 解 法 和 间接 解法 配种 . 
前 者 基本 上 是 直接 写 出 解 的 形式 ， 并 对 其 稳定 狂 轨 以 履 究 ， 这 称 
记 法 一 般 导致 特征 根 关 题 的 研究 。 后 老 基 本 上 是 利用 其 种 于 昭 面 
的 存在 ， 来 研究 戏 力 系 菊 雪线 与 这 种 于 曲面 的 关系 ， 以 刊 定 稳定 
性 ， 芒 种 方法 一 般 导 致 李 雅 普 尼 夫 画 数 并 题 的 研究 ， 更 在 千 合 带 
AERA ОА АЙ 

EERE HADEM 


D- Ga od, Laona GD 
d = 


及 方程 租 
a2. > Сар) + barle — т)) (зл) 
# 
т>, i 
ВП ВЕНЕ 
DQ) = вины =0 (зз) 


的 所 有 特征 要 А ВОЗА А. WAS FEF] PIB AFE ЛК ЕК A 
RHE ЕИ п, 

用 拉 氏 变换 写 出 方程 家 (3,2) 的 解 以 后 , 也 有 类 羽 的 要 求 ， 可 
DEA, 访 程 钥 (3.2) 的 显 易 解 为 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 特征 方程 

Ра, = (а, + Буе — ВА = 0 (3.4) 
的 所 有 特征 很 4 озар дА АО. ЗК, AT 
眼 多 个 杠 4， 直 到 现在 为 止 ,只 有 当 # = 1, 丈 朗 最 简单 的 情形 ; 
а + һе“ 一 4 一 0 

ЯНА а, Б, т (КЖ) BERR, ЗЕН аер MTE 
代数 刊 定 ， 当 x 2 2, ЖИВ АЗИ ШЕР. М, Е 
RKKA. 

我 们 从 另 一 种 考 目 出 发 ， 一 般 工程 技术 工作 者 常常 将 升 灌 略 
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KFR ВИЛ KERNA TRER И 
ЭЖЕН. ЖЕН 03.2), RE z > 0 足够 小 便 可 
ЮЛ ЗИ СНЕ: 

发 方程 (3.3) 的 所 有 特征 根 人 之 实 部 为 负 ,要 求证 明 ,方程 (3.4) 
的 所 有 特征 棋 A УЗЕЛ, HERTE А ёк, Я 
гроза rEg 

МЕНЕ ВМ (3.3) 是 代数 方程 , 只 有 有 限 
个 很 ,而 (3.4) 是 超越 方程 ,有 无 限 个 模 . 因而 两 者 的 根 之 间 不 可 能 
— жа, Не Лин, ЛА, * 足够 小 也 不 是 
一 个 决定 性 的 理由 ,全 如, 2 z< 0, || 任意 小 , 均 可 证 明 (3.4) 
有 正 实 部 的 概 , ARER, (3.2) 的 显 易 解 当 r< 0 HEETE 
定 的 . 

为 镍 决 这 个 困难 ,我 们 的 作法 可 用 下 面 的 例子 来 襄 明 . 

В 


а + Ве – = 0, тз, 
SE А ЗЛЫЕ НГЕН ТЕ, ЖЕ 


Ее(1) >0, 
ЯЗ c> 0, KE 
[27| <1, 
从 而 
`А] = зв] < [а| + |ël. 
RAR, RARER IRER А, Н 
RIS Jel + lèl. 


这 样 , 在 ROA) > 0 的 一 便 ， 只 要 考虑 以 原点 为 心 、|z1 + |5! 为 
牛 径 的 牛 加 内 部 。 现 在 利用 页 任意 小 的 性 厦 ,可 启 决 定 , 当 T 了 足 
ЗЕНА (3.3) 下 方程 (3. 和 在 此 牛 阅 中 的 根 之 个 数 相等 ， 这 
祥 便 可 得 到 , 当 (3.3)] 的 根 1 沟 具 负 实 部 时 ,[3.4) 当 z > 01816 
小 时 , 也 有 同样 性 质 ， 也 可 得 到 7 ВИ. Е, ц (3,3) ЧА А 
有 具 正 实 部 时 , 姑 (3.4) 当 之 9 但 足 鲍 小 时 ,也 具有 同样 性 厦 , 

这 类 特点 , 我 们 称 之 为 等 价 性 , 亦 旭 (3.3) 和 <3.4) 关 于 柳 定 性 


«и 


的 性 厦 , 在 + 2 0 (Ë E 8 ERS, 

ЕВЕ НОВЕ, RPE SARER, ËD т 之 大 小 并 非 
准确 地 测 得 , 因 之 要 求 对 任何 z 22 0 都 稳定 。 这 种 情形 称 为 无 条 
件 稳定 . 

这 类 丙 题 和 上 一 开题 可 用 同一 思想 处 理 ,部 对 任何 + 220, 可 
48121 < |4] 二 181 但 是 进一步 还 需要 研究 7 之 影响 ， 由 于 7 
是 任意 的 ,不 能 仅 对 充分 小 时 进行 研究 ,而 要 对 所 有 的 之 9 进 
行 研究 ， 事 实 .上 ,只 要 对 所 有 的 + > 0, 能 使 方程 

а + be —21=0 
的 根 A PERS Ке(А) == 0 EEN В А = iy 代入 上 式 , ЖЖ 
对 所 有 的 + 22 0, 

а + Бето" — iy м0, 
ERD y 可 在 一 co 到 十 co 中 变化 , т 可 在 0 到 十 oo 中 变化 ,并 且 Y 
与 + 无 关 . 利用 这 一 特点 , 便 可 知 уг Б у 无关, 这 样 便 可 将 一 уг 
ЯЕ o, 由 此 有 
(а + Bcosw) + (—y + bsinw)i а 0, 
RER 
а + bcosw = 0 

5 

— y + bsino — 0 
不 能 闻 时 成 立 ,此 地 及 $ 为 实数 。 由 此 两 式 消去 %, 便 得 到 

y + 2 — b: = 0. 
ЗАА EERE — 2 < 0. НШ e — 2 — 0 BF, у= 
0, 这 时 yr УЖ, ЖЕНЯ. R, r= o 

十 五 一 人 
当 a + b < 0 时 才 备 定 ， 最 后 合并 得 出 无 条 件 稳定 之 充 要 条 件 是 
a+5<0, #— a <0 

同时 满足 . 这 里 用 到 的 一 个 特点 是 : 当 》 关 0,r 及 y 任 取 时 , ту 与 
у 无 关 ， 这 样 , 从 特征 方程 实 部 及 虚 部 分 别 为 需 可 以 将 — ту = ш 
和 y 中 之 一 消去 ， 得 到 一 个 代数 方程 ， 将 闪 题 化 为 代数 方程 求实 
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RORE, ЖРО ЖАН, BT USB ЛЕШЕ КАН 
定 ， 这 样 再 -次 各 范 了 超越 方程 的 问题 ,而 得 到 代数 刊 定 . 

这 些 方法 也 可 用 于 很 大 的 情形 . 

MERE MEJERI RE 
240 = BD (шд + вае 090) (35) 

#=1,2, суз, в, 

这 时 rC) 不 一 定 是 常数 ， 将 (3.1) 与 (3.5) 对 地， 这 时 可 将 (3.5) 
=й 


EO Уан D balee) = 


= 21 Gu + дя +4 (3.6) 
Ë i=1, 2,0, m. 
这 样 ,我 们 便 可 将 0⁄2) 看 作 一 个 扰动 ,也 就 是 方程 受到 一 种 特殊 
的 释 常 性 扰动 ， 这 时 要 解决 两 个 问题 ,一 个 是 方程 粗 (3.1) 的 李 路 
普 弄 夫 画 数 的 具体 表达 式 开 题 ， 另 一 个 是 时 洲 大 小 的 具体 估计 并 
Е. 
м {ИЖИ 
йз н Жез, ЕДЯТ a 一 2 的 情形 。 给 定 方 程 租 


xt by, 
dt 
ау (3.7) 
© = ек + ду, 
其 中 
= (а + 2) =р>0, ad — м = q > 0, (3.8) 
к 


Р(х,у) = gl + у?) + (сх — ау + (ак — Ьу), (3.9) 
则 在 条 件 (3,8) 下 , V (z, у) 是 正定 的 ,而 治 (3.7) 的 积分 曲线 


У) быки уу (8.10) 
dt 


.з. 


是 负 定 的 . 

形式 (3.9) 及 (310) 和 输出 了 = — 2 НКС 
其 导 画 数 ， 同 样 的 问题 需要 推广 到 一 般 n 的 情形 ， 本 书 中 答 出 一 
种 明显 的 形式 . 

在 解决 了 上 述 问 题 之 后 ， 还 需要 进一步 估计 时 滞 的 范围 ， 这 
里 和 一 般 称 常 扰 荔 下 的 情况 不 完全 相同 , 一 般 情 形 可 假定 [C2)| 
足够 小 ,而 此 地 则 假定 

фо = Уу balale то) — 009) 


л 


НН ВО, НЕТ БЕНЯ Ir] 的 大 小 加 以 控 
制 ， 在 这 里 我 们 基本 上 用 的 是 反 证 法 来 解决 图 难 ,顺便 得 出 佑 值 . 

上 人 这 两 种 次 法 主要 用 于 稳定 的 情形 ， 为 了 使 得 研究 精 果 系 萄 
完整, 对 不 你 定 的 情形 也 都 作 了 研究 ,只 是 这 时 所 用 的 方法 常 随 情 
吏 而 易 ,大 部 分 是 举 出 反例 ,以 便 得 到 不 您 定 的 精 询 ， 

为 使 研究 工作 进行 到 底 ,对 于 临界 情况 必须 解决 ， 在 这 方面 ， 
第 一 临界 情形 的 等 价 性 天 题 基 本 上 是 成 立 的 ， 对 第 二 临界 情形 的 
不 等 价 情形 ,也 举 出 了 反例 ， 

上 壕 各 种 方法 还 可 广泛 的 用 到 相关 的 于 题 上 去 ， 如 大 时 滞 的 
类 型 及 中 立 型 方程 等 . 

这 些 开题 和 方法 还 有 广泛 发 展 的 可 能 . 


„и 


mia 


ж-е нала 


51. 李 雅 普 苦 夫 运动 稳定 性 定理 


在 这 一 节 里 ,我 们 把 有 关 常 对 数 的 、 和 线性 的 、 非 炉 性 的 以 及 在 
第 一 第 二 临界 情况 下 的 系 入 的 所 有 李 雅 善 谢 夫 的 运动 稳定 性 定理 
ЁШ ЭК, АН К ЖЕЛЕ ШИ ГЕТГЕН ШЕЛ, AAEE RLAR 
з зао За, РВ Ж 
КЕСЕГЕ ЕВЕ ЕЛЕ SE, 

(А) ИЖЕ. UPIP FEB 


= = ража + paxa iit + pata G 1,2, 2115 n), (11) 
t 
这 里 pols, 0 一 1 ……:r) 是 常 系数 ， 

其 特征 方程 为 


ba — 84| =0 Co 1) (1.2) 
EAI 站 果 (1.2) 康 有 的 根 者 具有 有 负 实 部 ,部 
Ве) < 0 (一 1 2 
出 对 任何 事先 输 定 的 齐 次 式 续 定 号 画 数 ба, tt, x。)， 都 存在 
唯一 的 同 欢 的 室 吉 画 数 V, 
ЯР 
d 
ВУЗОНЛЕ 4455. 
(В) ЖЕНА. ЕЕ 


— OV 
= +... их.) = О 
aD > д». (pan + Рам) А 


4% хауса) G= A.2,... в), (1.3) 
4 
WA х.ж УЛЕЙ 


|| SH G=1,2,--., m) (1.4) 


РОС Н ЖЕ). НЕК Р2, В X0, 0) 
=0, 

定理 2. 如 果 对 于 六 程 (1.3) ВАНЯ ЛЕ МН 
zf Xo), 它 对 于 时 间 + 的 全 导数 由 方程 (1.3) 构 成 , РЕА 
和 等 于 零 , 则 (1.3) 的 未 破 扰 动 运动 是 稳定 的 . 

ЯЗ. 如 时 对 方程 (1.3) 可 以 找到 一 个 正定 的 画 数 .Vn， 


nh ERRER = ВС ЗИ ВЕК, ЁГ 


ГАИ (pam t раа) < 0, 
а = Әх, 


则 (1.3) 的 未 破 扰动 运动 是 渐 近 竹 定 的 ， 

定理 4， РАН Си, …， *s)， 它 的 全 导 
数 由 方程 (1.3) 物 成 且 正 定 , 社 且 在 原点 插 一 令吉 内 ,VCs ,x 
都 能 取 正 值 , 则 (1.3) 的 未 古 抗 动 运动 是 不 稳定 的 . 

СС) 非 厂 性 的 季 统 、 НЧИ е, RMSE 


У) рых, + ХА ta ay Cs = 1.25555, n), (15) 


这 里 pw ЕН, Xhan с, х„) 定义 在 区 域 ер на, B НИЕ 
式 蕉 首 硕 次 数 不 低 于 2. 

EAS 如 果 特 征 方 程 (1.2) 移 所 有 的 根 都 有 负 实 部 , 闻 Кед) 
<9 G= 0,2,5, п), ИЖС) ЖИЗНЕННЫЕ 
的 . 

(D) Ж-Е Звала. 


=. (ауу) 
А (1.4) 
== = Y рше, + ял — X, (z, 2, м) 


= 112,555), 
这 里 p. На, 是 常量 ,Xi(z ац, сосу) БЕХС, к ++, к, 
ЖЕҢЕ ЖЕЎЕМ! АСАН RATA, HEAK ИЖ E 2. 


©16,* 


x 
[pe — дА] = 0 (s.s 1,2, 555, n) 

的 所 有 根 Re) < 0 G = 1,2, #2)， 

Хх, 0, 575,0) = вк" ых" НН... её 0,m 2 2, 

Хх, 0， 0) = кх” + ВОИ + o... g. > 0, 
В. 

m, >m, 

EEG Bom ERR, g < 0, А (1.6) йа И 
近 稳 定 的 . 

EI ЕЕ, zg > 0, 则 (1.6) 的 未 破 扰动 运动 是 不 

ЖЗ. Ир EIR, g 0, 则 (1.6) 的 未 破 扰 动 运动 是 不 
稳定 的 . 

ЖХ. 如 果 (1.6) 除 了 满足 上 述 条 件 外 还 有 性 持 4 = 0, 

Kz, 0,...,0)= Х®(х, 0,5-5,0) = 00е 1,500 т) 
我 们 就 称 (1.6) 为 奇异 情形 . 

定理 9、 方程 (1.6) 在 奇异 情形 下 的 未 袖 扰动 运动 永远 是 稳 


定 的 ,但 不 是 渐 近 稳定 的 . 
СЕ) 第 二 临界 情形 ， 我 们 考虑 下 列 方 程 租 
ŽE +, Y, i, Res я»), 
dt 


Чу — ... 
+ У(«, у, z 777058), (12) 


28 as + Ву + pan +i + pnta + Хх, у, 
жуу) (521,2, 17°, п), 
НХ, Y, X, Ë z, y, хо ЇбШЕҢЇРИЖК, 共 展 式 的 首 硕 次 数 不 低 于 
2. а,, Be, р, HARME, A > 0 В |р. — 8,X| =0(5,6=1, 
2, +++, n) 的 所 有 根 
LRE RAD < 0 (一 1 2, n), 
对 方程 组 (1.7) ,我 们 可 以 找到 一 个 解析 变换 


(и. 


я = иба, я.) + £, 
от) ча 
其 中 elan t, a) 与 оба, t z.) ВЕБЕ 
У) (Фи + para + +++ + вы, + ан + B, + 
= 
хаде = ых 
Әх, 
„ (1.9) 
Qari + patit "° + роль + аш + В.е + 
= 
+x) = = А+ YV, 
АКТ РЕНӘ ЖЖ Айк ВАГА От. УИ 
dr 
= ув, 
20 
dx. (4.10) 


40 = фиа + ++ ака + тба,соз 0 + 


+ һзйл@) + Qes 
这 里 
lge — 08,.| =0 (,9=1,2, n) 
的 所 有 根 包 部 具 谣 性 质 Кед) < 0 G = 1, 2, 55, n). 
为 了 对 方 各 粗 (1,10) 迁 行 分 类 ,我 们 首先 引入 训 号 
ROC) = ЕЁ], 
От) = Ое 
РЕГ АВР и. ЖЕЗ ЗЕ ЕГ Н ОРЕН (1.10) 作为 下面 两 种 类 
型 之 一 : 


CRAE 
a=b, = 0 (s= 1,2, "t, n), 


ROG) = gr" (к (g= 0, m> 2), 
QP) = Cr 61,2, mn), 
(r), ЗЕЛ н ПЕНН КАКОЕ, 
(ЗЕ 


18. 


ПК 


a= — 0 (9-12, 557, n), 
ROG) = 0, 09.) к= 0б, = 1,2,+++,»), 
对 对 一 般 情形 ,方程 粗 (1.10) 可 化 为 下 列 形 式 


dz 

== — 7, 

9 * | 

а {1.11) 
Sg вла + ааа + otanta | 


G =1, 2,7 n), 
这 里 Z, Z, Èr, па, tt z, {АЕ ШС, AAE Ө 的 三 角 多 项 式 。 
ЖЕ, 2,7,5) z, zts зь 的 一 致 正则 夯 数 : 
Z= (а, а, go) Z,= (z, z, tty Zada 
00) — ана = gz” t + (m), 0, 
ZP) = Z, |на = (д. 
2210. Ш ео K, 《1.11) 的 未 破 扰 莹 运动 为 不 稳定 , 
4 е0 路 ,《1.11) 的 未 残 扰动 运动 为 渐 近 黎 定 . 

对 对 特殊 情形 ,方程 家 (1.107) 可 化 为 


дя 

20 Z, | 
РА (1.12) 
fi “ойма +в ЕЁ, G= 1,32, +, т), 


其 中 2.2, 是 а, м, +++, =. МЕЕ, 其 系数 是 9 的 三 角 多 
Я: 
Ж = (ш, а, сз, mah, Z, = (z, жу, ++, н) 
ZG) = (а) е0 ($=1,2, 1... в), 
NAPA КЕ 
定理 11. 在 特殊 情况 下 , 方程 (1.12) 院 未 被 扰动 运 韦 永远 是 
稳定 的 . 


42. НН (Л. О. Поятрягин) 定理 5 


IEE E И УЕ ИЕНЕН, 关于 特征 方程 
pE) = 0 l) Ж z 的 多 项 式 ) 的 根 的 性 状 这 翌 一 个 问题 是 极其 
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ЕН, RUS ЕВ E 3 ЯНУ НЕ А 
р(х), Дан, НЯ ИРЕНЕ ФТ 
РС) ЕЖЕ АЗ, AEE TERANA 
ЗА ЕВЕ ЛЕ ТО h ERER (Hurwitz》 在 十 丸 世 各 末 解 决 的 . 
但 是 我 得 从 知道 ,不 仅 对 于 多 项 式 (了 要求 它 的 者 后), 而 且 对 于 起 让 
夯 数 也 要 求 它 的 零点 有 和 旬 实 部 . AMAER AERES. 
他 对 形 如 
HE) = (z, е) 
вар Е ла, г) 是 z, + 两 个 变 元 的 多 项 式 ) HARRA 
ЖН ТЪРНАВА ВОВЕ, RIA 
ПЗ Aa) 关于 z РК, $ REAR Абл, r) 关于 + 的 
次 数 ， 我 们 称 形 如 a" WAREM НЕФТЕ Y F 
КАЛЕ ‚ЕП 
G) 如 果 多 项 式 Ке, 1) MAEA, NE 
H(z) = (в, e") 
必 有 无 限 个 替 点 , 巨 这 些 零点 有 任意 大 的 正 实 部 . 
Gi) ЖЖЖ ЖЕҢ, УТ рее 

AEH WADAS Н (е) = Аб, e") ЗЕНА ЕРЕК „БЭК ЛЕ 

z == yi LEIR, AE y ЕЕ, ШАК НОУ) 此 时 可 分 
ЕВЕ, BD 

HOD = Е) + iGO), 


其 中 

ЕСу) = Ку, сову, зілу), 

GCs) ~ (у, cosy, sin y), 
В. у, а, 0) 与 z(y, v) REAR. РНР KEN 
Ж НСл) ПЕВ ОН KER, VELHAR ERES: F (y) 与 
GO) BRA EH MEERY н, а] — 05 у 值 我们 有 不 
等 式 

Су) (у) — F'OGO) > 0 

GEER F Су) PIER BÈ y, siny, cosy МА). НУ 
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金 接着 又 指出 ,关于 形 如 F (z) МА, 它 的 全 部 根 都 是 实 的 这 样 
一 个 半 题 :可 到 按 慰 下 列 琴 个 麻 旬 法 解决: 

DEMER 了 (<) 的 所 有 根 都 是 实 约 ,必要 与 充分 条 件 是 从 讽 
Я КЁЛ k А FOER Ш 

— 4л < y < 24x 

上 有 3s& + r АЖ АНИ ЕЧ, 

DE-DE Е ИНН РАЗА Rb E 
МЕЛКОЕ ДЕННА ПО ДЖ ДИЙ, 

Ее HERRE, H 
АНУ Ве АЕ. 

(一) 在 缺少 未 要 项 的 情形 下 ,图 数 昌 (xz, er) МЕЖ, 

R Ка, г) 是 五 个 变量 z 与 + 的 具有 实 的 或 复 的 常 系数 之 多 
项 式 


Alz, 0) = У) ат, (эл) 


当 mr 25 0 B 48k Б + МОЕ {ЖИН КАУ, 我 们 称 项 2, , =e 
ЭКО, BER ЕС RHEN SIL 
一 项 льох", К] amn 0 B Gr >m, s >n; GD r= m, 
sn; Gi) r >m, r= п 中 之 一 显 见 并 不 是 所 有 的 多 项 式 都 
具有 主 项 , ' 

定理 1， 在 多 项 式 (2.1) 缺 主要 项 的 情况 下 , 画 数 

H(z) = Ala, e) (2.2) 

ЗАДН ТАНЕ НИКЕ S E A. 

ЗЕ. НИИ КЕНИЯ ЖЮ 
УВЕ Ae, 2) = z — z СЮНАЗЕНИ. ЕН) 的 情形 来 讨 
R НР 


=" — z = n, 
Де = х tiy КА, НТ 
=*(сову + ізіп у) — (х + iy) = 0, 
ЕТА ecosy = z, ersiny = у, (2.3) 
当 z 与 ”为 很 大 的 正 数 时 , 我 们 来 求 (2.3) 的 近似 解 ， 由 
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созу = 0 x, 


故 知 y~ that > (记号 ~ 表示 近似 )， 
由 (2.3) 的 第 二 个 关系 式 知 ， 扩 ~ kat, BA 


z~ (мн =). 
KHR Ка, 六 一 :一 2 = 0, 所 要 求 的 解 就 是 
== h (247 +7) + (2 + =) + 
жщ poo он, >o. 
因此 类 似 的 对 一 般 的 
H(z) = Җа, e) = 0, 

我 们 要求 如 下 形式 的 解 

z = aln 24л + kri + In 0 + С, 《2.4》 
HH о 为 正 的 有 有理 教 , 萎 依 折 葵 的 人 2) 的 形式 末 渤 职 39 = а BN 
复数 ,其 选取 方式 也 和 方程 (2.1) 的 形式 有 关 . 最 后 的 & 虽 未 知 ,但 
озар. 按照 如 上 的 分 析 ,由 (2.4) 我 们 有 


e = (2hr) 0e", 

z = 2501 + 8(&)), (2.5) 
这 里 
атадл + №0 +E 


Але 
оң r в, 800) 50, B 402) ЗС +Ç K. 
но) 一 0 中 ,我 们 就 有 
НО) = У) аен) — D а 121 + dE x 


а) = 


x [(2&л)°8е©]* — >, (AA anni be x 


x (1 +6)" (2.6) 
Ев НЕО) ЕЕ ВЕЛИ, НЕВА B УО don Зе 
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0), 天 (2.6) 可 以 改写 战 
ноу = У) (ka) ami Pen + ото) = 


ao 


= D (звя), + RIIALE), 


mm 十 ga 下 


其 中 aO с 之 解析 画 数 县 当 || < 1,4 — оо вр, ЕТ 
雾 ， 由 于 月 是 可 以 到 到 的 最 大 值 , 故 至少 有 一 个 n, 使 得 对 Cm, п) 
ВЕРН m + ап = В, RA am = 0. 

以 下 我 从 要 证 明 的 是 :@C.0) 中 如 无 主 项 , 划 适 当 违 取 a, 必 人 定 至 
НЕЮ z, 合 于 条 件 В == ап 十 т. (т, п) ЕЕ 
图 (2.1) 中 , 很 自然 的 可 以 看 出 这 一 点 


于 是 方程 
Ув. = а (22) $ 


НЭ, ХРЕН 2 6, 
Л BCs), Нау = 0, Ш + 


Увек t K=, (28) | 


图 2.1 
H) =0 的 每 一 项 者 用 Ok RA, ДИЕ (2.8) тущ k> 
+ co м Вок Рк >} 加 ro。 但 另 一 方面 ,由 2 6,097 
=, 再 注意 到 方程 (2.7) ,我 们 朗 可 知 它 有 显然 的 根 区 二 0， 根 据 
一 致 收 敏 伍 : 当 二 很 大 时 ,(2.8) 有 Cr, E 33 — co PJ Ç, 0 
эн = ой 

z == ln 249 + 2kri + In Ü + бу, (2.9) 


ЕА ЭНА, Ещ т —a е -®-0, ж 
a, 0 ЧЕ зве, ДИ АННЕ РЕЯ. ZEE 
DAETA HR Ж И ЖЕШИНЕ 5 НИТИ а, 才 可 保证 至 少 一 定 
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存在 两 个 不 司 的 4, 使 m + an= В 成 立 及 п, 拓 0， 关 于 这 一 
点 ,前 面 去 任 壮 交待 ， 因 此 ,只 要 征明 这 一 事实 成 立 , 则 定年 起 些 ， 
RFE 


| s= max {в}, 
| asa 


r = max {т}, 
Err 


ВЕРЕ, BFE, 4). p г, 
q < +, Нам = 0, ЕЖЕЛИ z" 
(a > 0у{ +, WA - 

alz, ") 一 Plasa m (240) 


多 项 式 (2.10) 也 有 首 项 , 当 a 很 大 时 , 《2.10) 的 首 项 为 rx”; 当 
a 接近 于 收 时 , 它 不 会 再 是 首 硕 了 ,因为 至 少 项 as, п'е 要 排 在 项 
а, 27 ИЕ ОК BE АЗУ p > r), Ha Hi + co 变 到 等 时 , 则 有 
ЗЕРЕН а, 使 得 至 少 有 了 两 个 相等 : 郎 r + as = т + ал = В, BRA 
ХЕ; а, ПН а 是 有 理 数 ,因为 它 满足 关系 式 
r + as = m + an, 
定理 1 ШЕЕ, 
(二 ) 医 数 Ка, cosg, sinz) HRA 
R f(z, zy о) 为 zu, e 之 实 常 系数 多 项 式 , 浊 
tz, совт, sing) = F(z) (2.11) 
是 变量 z JE BR К. Н: B ZE SE Er z 取 实 数值 时 , БИЖ F (e) 就 
BRIE RIEUR Еш) 只 有 实 根 之 充 要 条 件 ， 改 写 〔2.11) 
ETAJER: 


Ка, и, v) Ур з", v), (212) 


AE Фу (н, r) 是 z, Ма КРК, МАНЕРЫ 
u 一 cosz,v == sinz , BONEGE фы (м, v) ЖЕ +? — РА. 由 
Fle < 1, |5] < 1 P+ = соя цы = 1, Ни 
可 推出 当 “一 上 时 e= 十 这样 我 休 就 可 把 对 (2.12) 中 的 
Ph и») 所 作 的 假定 改写 成 下 齐 形 式 , 妇 pG, в) WERE 
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ФИ, ЕР 0 (2.13) 
是 对 (2.12) 中 所 有 如 此 的 项 而 言 的 。 
训 (2.12) 中 之 首 项 为 rpe, v), Ier, ‹ 均 为 最 大 ， 利 用 
(一 ) 中 所 得 之 辕 蓝 ,我 们 可 以 薄 得 下 列 千夫 
#2 如 果 多 项 式 (2.12) 没 有 主 硕 , 则 面 数 F (z) 必 有 无 限 
多 个 非 实 的 根 . 
这 个 定理 的 群 逢 送 明 , 放 在 下 一 个 定理 的 证 明之 后 . 
对 (2.12? 存 在 首 项 之 情形 ,将 首 项 取 岂 , 则 有 
Ка, =, 0) = Фб, o) + D) phu, в), (244) 
此 地 ФР, о) 已 不 是 4,v КК ЈН, HERRE 
Ф (и.о) PEREA и, v 的 齐 次 式 的 最 高 大 ,而 且 亦 可 能 合 и, v 
НРАВА. ВБ Фи, rv) 可 以 写成 


PPC, 0) = У) Фи, 0), (2.15) 


nas 


Баш ч 
DPC) = Ф (созт, sinz) 
显然 有 周期 2*， 下 面 我 们 来 十 明 ДЕ а < z < ол Ба (а = ху) 
中 国 数 ФФ (2) 只 有 有 限 个 根 , BA 25 MR, WERPRINTE 
个 缚 得 , 立 朗 可 知 必 存在 无 限 点 集 la), а = в, 使 对 任何 ?都 有 
Ф(в + ғу) 50, 
在 较 多 情况 下 s 可取 成 0 . 
定理 3， 设 f(z, к, o) МЕТАН pP, v), SE в {E 
OPC + йу) >< O 
对 所 有 实 的 7 都 成 立 , 则 在 带 形 
— 2k + ах 247 + в 
PGE z — z + iy), FO) HENK k ERA 45k + r ЛЖ. 因 
此 ,为 了 要 使 F(z) RARR, HERRE RENA А EE 
— и + s < x < лв 
中 有 Ask + > 个 实 根 . 
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Ш. EEPE ¿x< ta (z= z+ Wy) 中 图 数 
ФӘ) 有 25 MR, 
1 (Е 
В а тень), 一 AG }. (2.16) 
则 当 * = е A ` 
1 


加 1 
а = — (e™ + e7") = — - 26058 = cos z, 
2 2 2 
一 上 (ee 一 e 门 一 sinz. 
2; 


ЖЖ (216) А ФР (и), ФОН: кин, 2+), 对 


аксе ватон со Фе (F, = янв 
блән = 2. Ë рэр), 对 + ВИ АУН, — s KEAR 
ДЕЗ ijo, 让 (2135) 知 ,pi [То 


op (2, +) жа, ВТР NO0 恰好 有 2s ARAD ФР) 


ЖЕЕ u, НЯНЮ СИ р) 
ЗЛЕ СТАЛА). а 


А21 
KURLAR, AAR 
DO) 一 0 (2.17) 
ЯЕ ЗЕ =y, СМЕЕМЕ а < x < м 十 a 中 输 
AAR 5 ЖАНА, 8 (2.17 ЕНЕН ЖАРИ 2‹ АЖ, 如 有 
Bika, 则 方程 (2.17) 亦 有 重 根 . 
ESE RHA |y| 很 天 时 (= xt iy) PE 一 
pCcosx，sinz) ВАНЯ, PER г" = "mis, 
беби = етн, (emi) <= =, BHEE 


、 
еа 1 Па |, 


2 2/ 


р) = em (и (1, 一 i) +a) ез 
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ЕН у> omt, — 0; 当 y -> ont, =» 0. 同时 ， 
我 们 还 要 注意 


1 (о-у ауу = (и -ir 

cosz = — (e +e )= (6 + e"), 

4 1 (aiy j осуу — 1 („= ЕА 

snz = E (e + ceny = E (ait m e), 
AAH у 一 co 或 ?一 一 oo Б}, e” Z: e> 的 变化 情形 。 注意 了 这 
些 事 实 , 旧 不 难看 出 关 条 式 (2.18) 的 正确 性 ， 由 (2.18) 立 即 可 得 非 
FARER ФФ (+) ATER: 

ФО + iy) = ee (99 (1, а) + a) 
272 


орон ети (э? (1, а), 


(2.19) 


其 中 当 y + oo nt, a 85 0; у» оо, 8, 280, 
Жо, ER OPC + iy) мо, H |y| > ЖАН 


maraa g(t, i) жо, яр (т, - 2) мо. ңә 
大 时 ， а, за, WP. Ж, агаве ой (1, Г) 与 


(т, — Румен. 
由 (2.18) Болт, || >, 


Da to) ls >an) (2.20) 


其 中 o 是 常数 , 它 与 多 项 式 (2.12) 及 b AXR. MA, 由 (2.18) 与 
(2.19) 我 们 有 
ФО ( + 2л t s 4 ѓу)! 
@29( + 2k + e+ iy) 
这 里 с, 是 与 (2.12) 及 。 有 关 的 某 个 常数 ， 我 们 在 方形 
рь [И s < x < 2Ал + °) 
—Ф&у<ё 


<a, (2.21) 
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Аве ЕС) У FOHT ATEA: 

FG) = я"Ф (ш) х 
х 人 + z 一 ге {2.22) 
ЗВ пе" УД т — r < 0, 故 由 
(2.20) 及 (2.21)， 当 “与 入 相当 大 
Ж 

F(a) = ФР + д,), 

(2.23) 


ös +0, H Б = 0с, Бә 0с 
МИ: F(z) Z Фа) 在 pw PREAH IEE, RARE k E 
年 于 某 个 大 的 数 ,将 5 一 2, RI F (z) 5 00) (z) 在 
— 2Җх + £ < x < Мята 
中 之 零点 个 数 相等 (这 一 点 将 在 下 面 证 明 )， 而 图 数 x"@ (2) 显 然 
有 tk + r ARA AEN EBRAR ER ФО (=) ЗЕЕ а < 
xz < 2л + а RRE 2: DRA) 关于 F(z) 与 wD 人 tz) 的 零点 个 
数 相 辐 这 事实 , RERET AE, рап 986 би) 在 
POR p ЧАН БАЕН, ЖЕР ЖЕ, O =g + 
80), 18091 <, ВИЕ 
2, т) = WA + тд(ш)), 
M r №30 9) 1 9, g(x, TE? ETAR, ВЫ g(a)2E Р 
ARADEO. ЗУХ E ЗОНЕ, Ele, EH 3 НЕ 
有 明 全 部 千 束 ， 下 面 我 们 鞍 明 定理 2、 
ЖШ Ка, и, о) 无 首 项 : 
Ильи, v) = 之 erp lu, в), (2.12) 
当 = 一 上 时 , 刀 
s= max z, z = тахт, (ЖЕ (2,12) rh) 
Я] (2.12) НН spia, v), BAHA, KEEFE A 
ztei Cu, v) йр >r 及 g < s, 
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шт 


将 


17 L) L ( L) 
一 二 上 = а — 2.16 
= 2+7 ‚г ) 


RAHA e ие, D нение" (т. —L), 


且 此 项 的 * 893865 5 ARE: HAAR = 的 短 天 最 高 , 耐 多项式 
Me, D жайй—й енер L, E), B> r, a+ < 
2r, В 2, В, WA Riz, r) 也 无 首 项 ， 由 定理 1 知 ， 
Е, e") = 0 有 根 , 且 具 有 正 实 部 分 ， 由 此 郎 得 方程 
hlz, e) = 0 

RRRA а 的 根 。 定 理 2 BEBE. 

定理 2 БЕ 3 H ТИ, cosz, sin z) ЖАК 
ЖЇН а, и, 2) 无 主 项 对 ,立刻 可 知 1(z, созе, ав} 有 无 限 
条 个 非 笑 的 根 ， 当 有 主 项 时 ,下 面 的 定理 可 尽 告 养 我 何 ,西数 蕊 =， 


n, 2) 是否 丰 无 限 多 个 非 实 的 根 、 


定理 4 
Ка, и, v) 一 Фи, НУ "ФФ Хи „у (214) 
28 
有 主页 
ФС, 0) = Уфы, 0), (2.15) 
= 
1) 和 如果 


ФР — ф(соз z, sinz) 

有 非 实 的 根 , 则 男 数 F (z) = Ка, cosx, sina) НИ АЕ 
ж. 

2) 如 果 ФР) 只 有 实 良 , 而 且 是 音 根 , 则 图 数 FOEKE 


TERTI RKR, 
ЗЕ. ЗЕНА 
ФО) + У) ат Ф (ш) = 0 (2.24) 
т: 
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代替 F (z) = 0, 
设 ФРС) = 0, с 为 非 实数 ， 我 刊 求 (2.24) 的 形 如 z = 2n 
+е + САВ, ЗН RRAK, C 很 小 ， 方 程 (2.24) 可 写成 
PP + Ç) + аку = 0, (2.25) 
воз сои, Мец || стщ, 
(0) №0 (део), 
499 {2.25 , 3 k — сов, ВОР Фе + C), I 
ФРС + С) = 0, ЖЕНЕ С = 0: 故 方程 (2.25) 兴 оо 
时 有 解 和 一 0， 由 此 序 得 定理 的 第 一 个 精 花 ， 邹 因 с 3ESC, 故 解 
z = ka + с + Ç, 3 k R K ahi JES, 
МНЕ OP) = 0 的 所 有 根 都 是 实 的 , 又 无 重 根 , 则 在 
1л + в r< 2(& + 1)л + е 
ЊН. + = Ф (ху) 穿 过 ww 一 0 轴 的 22 МНН, НЕ 
w = @D(z) + Ў) хта) (2.26) 


Е 
x<: 


当 盛 相当 大 时 与 w = Фа) RA 
不 多 ， 故 当下 相当 太 时 ，(2.25) 与 
w = ОЕ 

2k + e < x < 2(& + 1)я + в 
上 相交 二 2, ak. KJE F (z) 在 
— Жк + в х ла 
ЕЛА 454 tr T, Ща 
天 时 ,由 定理 3 31, FC) EJES 


图 2.4 


的 个 数 为 + 一 г’. ДНЕЙ. 
和 谷 在 上 区 间 中 研究 西数 ФО (х) 的 概 , 亦 序 要 解 某 个 多 项 式 之 


Ж, И H сова, sinz ат 32828: 


БЕТ 


к е, 在 多 项 式 Са, e) pie 


А o 2 
1+ 142” 
ERRO + ту, 所 得 的 多 项 式 以 p 人 站 训 之 , 显 见 此 多 项 式 之 最 
BAA 2, $ ФА) 中 车 г” 项 不 出 现 ， 这 就 次 味 着 ФГ) 有 解 
r= ос, КРИ, МАЕ в, 的 表示 式 实际 代 及 
Pa, о), 次 简化 就 

уу 二 之 最 高 六 为 25 一 ША... 

О] баня —, 
因此 有 ФО (оо) = о,ёр СЕ о, 所 以 n = = =r, Ж 
НТ ФО (и) НИЕ = n, HERET pO ВК 5 2s 


BER pO 的 任何 有 限 要 1， 对 应 于 (4) ВИЙ an Z =, 


其 中 实 很 对 应 于 实 很 , 非 实 根 对 应 于 非 实 根 、 特 别 , 只 有 tan >= 
НЕРЖ. 但 由 (2.13) 知 , p OE +; Я SEBS ЕВ 

Фф — A, WHD pO LET (227) 
将 :一 +; CA ED ы 


ФОС жеу = фа, жузе 0, 
СУЗ ЕЕ 


Ale, т) = О as sme, © (2.28) 
Җ аа 为 (2.28) 的 首页 ， 在 (2.28) 中 将 x? 之 条 数 取 出 , 般 
Вал) АО + У) шыш", (2.29) 
s< ы, 


EE ХОС TIRE z 的 以 олг НИНЕ IAES < y < 5+ 
2a rh (z = x — y) НЕТ 5 А, БЕЯ e > 0, 使 得 
对 任何 * 有 | 

Же") жо, (2.30) 


. 31. 


定理 5。 HEENA, A M. E H) = (z. Е 
— ketep Snte (x >> 0, z — x + iy) 
中 的 根 的 个 数 , 发 НС) ERMEER, Ш HGy) 20, Чун 
一 2hr + e ЖЕШ 22 十 6 时 ,向 量 W = Н(гу) ИИИ У ВВ 
之 , 则 


F| 
hase vam 2а(э& — ка Er) ta, 
| 此 好 当 &— ос 时 8, — 0. 
= Е. 考虑 长 方形 pa: 
| бчїк<їа, 
Pe | — да + e < y < 2а + e, 
[ИМ = REKE о =H), 当 x 在 其 三 个 
ШЕ х = 0, в ЙО, =. 
图 25 (2.29 (2.30988 


HG) = EP) A ~ Ф109), 
Й а £ — oo , a—co Б} ДЕНЕВ (ВЕ y Е) Е 8.0) 
— a, жон) 与 200067) ИЕН п, НЮ &— o, 
а 7 © В}, 1—0; 

Ре) 的 转 数 等 于 x 的 转 数 加 Сету 的 转 数 ,显然 x" 的 
REE rr (在 三 条 边 上 ), TA e 为 周期 的 ， 夺 以 在 下 边 与 上 
ЗНАЕТ. МНЕ БКИ 090087) 与 are КИЙ 
EERE, RETRA Akas, ВЗР Нш) 在 三 边 上 的 转 
СБ Ansk + rr 相 姜 不 多 ， 当 = 在 рь, 上 转动 时 , НОЕ ры, 中 的 
BEATHE w 一 Ha) 的 完全 绚 动 数 ,由 此 直接 得 到 定理 5 . 

定理 5 吉明 研究 НС) Е БКИ а НЕ, HC) 在 
ДЕ ЕТ 

H(iy) = Е(у) +5 (2.31) 
= Ку, cesy, sin у) т Е (у, cosy. siny), 
Кую о) Ж обу, и, e) НУЖНА, ЕЖИК, 与 
Юнь v), вуз м, РЖ. № 
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аи, v) + Ви, в) = би + Фе)", 
此 地 2а, 0) 与 Be (а, ө) 是 实 系 数 多 项 式 , 划 有 


а (и, 0) = + (G + iv)” + ый, 


1. (2.32) 
Ва, о) = 2 (Ca + м)" — Cu = iv)"), 
现下 明 多 项 式 
ааа, „) + БВ (и, v) = Уи, v) 
当 z, р 均 为 实数 , 且 不 同时 为 零 时 ,满足 条 件 
уа, ж) жо, — (2.33) 


因而 由 (2.32) 得 到 
P, +O = аа 1, +) + ВА, +2 = 


= ай + G F] + Гази) 一 (LFF = 
2 м - 


ще. 
2 


区 时 也 可 让 接 看 出 
HGy) = Ау, e) = Ку, u, о) + igly, u, г) 一 


= У) (аы + iamai ANa, e) + ЗВ (ик). (2.34) 


2" = 27 (а + ib), 


В (2.28) 知道 sw + fdan 一 mr 其 中 аш, аш 为 实数 ， 如 
RE 


u, 0) = D rpk lee), 


(2.35) 
воза 0) = руи, е), 
ДУС 2.34 ЧЕН 
Фуа, 0) = (ана, с) — ати В (в, #9), 
Фа, e) = + (ше (и, e) + абы 2 (2.38) 


аа Бн э $Ë 4 Ah Е, А, р 为 两 个 不 同时 
АННЕ, И 


«зз» 


Ду, z, v) + pgly, и, o) = 
= У ура, 0) + ви, 0). 


由 {2.36) 得 
Фи, r) + upu, v) = аа (и, r) + ERa, v), 


тп — бта 


„ = (ањ) + (ань) = ато |2, 
атр . бта 


BÑ аы, 5 OB, A |а. |2 >= 0, 

ЭДЕН аа 为 多 项 式 所 zy и, о) ВУЗА, ЈАКУ, u, 6) + 
риб. я, ©) 的 首 项 是 

ти, v) = у’(аа (и, v) + БВ (и, 2), 
Жез В ЖЕ, EWEA (2.15)， 如 果 在 (二 ) 中 农 
у 之 系数 ФӘ, 0) 5 pP, 0), MESAR 
Му, и, o) + онбу, и, е) 
р ут 2.8 
АФ (и, e) + (а, v) 
Су ЕН s ,使 对 任何 实数 有 
АФ в tiy) + Е + iy) >< 0, 

не ВЕ FA ЕГЕ ЗО 

以 下 将 要 证 明 НС) ИН MIRRA ERRANA E, 

定理 6 S2 A(z, г) 有 首 项 au re 080228) ,全 

НС) = (а, =") & HGy) = Ку) + іа). 

HR НО) ЭРЕЗЕ ИЖА КАРДЙ, ДИЗ ун 一 оо 变 到 
+2081, ИЖ у= Н Шу) 总 以 正 速度 向 正方 得 旋转 ,其 解析 表达 式 
为 COFO) Е'(у) С (у) > 0, B у 由 一 2&r 变 到 2hx 时 , 剧 w 
ЖЯ Akas + mr а, Кай, = 0. 反之 , 当 一 2hx < y < 2hr ij, 
w 转 过 4s 十 лу + бу, BE РАТЕЗЕ АЛЕ, Н. Н (е) 
的 勇 点 均 在 不 刘 铸 左 牛 至 面 (车 后 一 桂花 中 , RERE H) 在 
鲁 轴 上 无 志良 。 丰 果 沪 有 这 个 假定 ,就 不 能 定义 中 的 转 数 ). 


ПЕ 


在 证 明定 理 7 Ж, ЛЖ. 

PO) абу) КУН, БАРА ЧАЧЕ k E 3 
ЗЕ RME ЕАН, 

(1) жив; 

(2) гу) 与 40) 无 相 司 之 棚 ; 

(3) ETERO) 或 607 的 两 个 根 之 中 必 有 另 一 个 画 
数 的 一 个 根 . 

ЖЕЛ. E Ка, 0) RARA 

НС) = Ка"), Ну) = FO) + iGO). 

如 果 Нш) ВОН ЛЕЛЕ НВУ, ДЇ К (у), С) 65592 X 

EKRAR ЕРТАС У ЖГ 
С'(у) Еу) — COFO) > 0, (2.37) 

ЗА НЕ НЕ ARRETAN 
之 一 : 

D FG), GO) 的 寄 点 是 实 的 ,交错 的 , 且 不 等 式 (2.37) 至 少 
Жэ; 

2) ША ЕО) 能 质 有 需 点 是 实 的 , НЕКИЕ НЕЮ 
《2.37), 妇 有 (у) С) < 0; 

3) и CO) 所 有 的 需 点 是 实 的 ,而 且 每 一 个 零点 y = y 都 
жиё (2.37), Gy) F (ya) >D, 

定理 6,7 ЖЕНЯ Г JU ЖЕНЕ: 

а) 当 иен, w = НОУ) ИВА а, ORZ, м 


И = СОЕ (у) — CUPO) 
(0, у) Ре” (2.38) 


故 рр >) ЖЛЕЙ ® 5 COFO 一 б(у) (у) АША, 


b) Ka +e, 8+ 8) = vla, В) +8, (2.39) 
НЕ, a — жоо, b — +o 时 ,机 一 0、 首 先 我 全 有 
v(a, 5) = оба, с) + vle, Б), 
Е ВОВЕ АЈ БАЯ 
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„(а,а + 8) =в + 0; В в Ш, a- tott, д. — 0. 
BIHA HBN.) 
с) ВЛ, p 是 不 同时 为 零 的 两 个 实数 , 证 明 存 在 实数 6, 使 对 
任何 实数 у, 同时 满足 下 询 四 个 不 等 式 : 
АФ (е + iy) + (в + iy) > 0, 
KORCE + у) — (Ее) >< 0, 
G(s + іу) е0, 
Fle + iy) + 0, 
由 定理 3 , 对 夯 数 MXF(?) 十 nGGy), FO), СО) 保证 可 以 满足 . 
由 这 些 不 等 式 知 , 当 钨 相当 大 时 ,点 及 (十 2kr 十 8 让 不 在 wv 平面 的 
ЕЖЕ; 
Да na!” = 0, w = 0, w” = 0 (о = w + iw), 
由 定理 6 前 面 的 注 知 ,(2.40) 可 以 同时 满足 . 
d) ЖЕ У(—2Ал‚,2Аж) 一 r(4Kry + nr) + 6, КШ т = 1, 


当 +” 0, д> 0 时 ， 在 此 条 件 下 我 们 要 征明 画 数 


(2.40) 


AFC) + pG) 

RAKY, ЗМЕИ ARARE А, p, 

т(©'(у)Е (у) — F'OGO) > 0, 

WAE 4). РЕ A, 选取 满足 条 件 c) 的 6, 由 (2.39) 知 ， 
“yh Zkz + в 变 到 2r + в Бр, 
т(айлу + ær) + 8,, 

ВОЛ ЛАТ ЕЯ ВЕН, w = НОУ) HRF IER iw + вы" — 0 
的 不 少 于 4ks + r 个 不 同 的 y 点 ， 而 从 定理 3 知道 , И АР Су) 
HGO) 在 同一 区 间 中 的 雳 点 不 多 于 ks + r +", Wk AFO) + 
nG(y) 的 所 有 雳 点 均 为 实 的 且 无 重 根 . 需 点 无 重 根 这 一 性 慎 , 特 别 
表示 曲线 w = H(iy) 不 切 于 直线 Ан + pw” = 0, 3JRBD: ЛДЫ] 
量 在 所 有 的 时 候 都 以 不 为 零 的 速度 向 前 进 , 由 此 由 а) 得 出 不 等 式 

TOO Ру) 一 GODOF CD) > 0, 
现在 证 明定 理 6 和 定理 7 的 前 牛 中 
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ШЫ H (=) БРАГА ЛЕ ЕВЕ, АИЫН 5 ЖЬ) 
= 
s(—2&x, Zin) 一 ЧАлг + xr + ды 
ADA FO) 与 С(у) ВНАЕМ, Х 
COFO) — GF) > 0, 
ЯР w ТЕРТКЕ 29 ЕЕ БЕЛЕ А] (GD БЕГЕ ) ЖЕЗ. 
由 此 , TARA FO) 与 GO) RFSZ, 因此 定理 6 与 定理 7 
的 前 牛 段 千 葵 得 迁 ， 
往 下 我 们 再 证 定理 6 与 定理 7 МА РАЯН, 首先 注意 , 如 
ж 
s(— 24, орк) = 4kms + r + 的 ， 
жаш Eron, so, Мая 与 b) TARR НС 
FARMERA EE, AGER 6 之 后 牛 段 精 壤 得 不 ， 现 在 剩 
КРАЕВ дез 7 REPER ETARA PE 1),2),3) 中 的 任 一 个 
WE. WA 
vC — 2hr, 2Җк) > Аяз 一 mr + 8), 
RPL. Вр F(y), CO) 的 需 点 是 实 的 , 意 的 ,交错 的 , ШШЕ 
理 3 及 b) WIER RORA 
r(—2É=, 2л) = r (Ax: + mr) + ô, 
йн d) Яп r(G'(y)F (у) — С(У)Е'(у)) > 0, 而 且 由 1) 的 条 件 
知 ,不 等 式 (2.37 ) 至 少 对 一 个 了 满足 ,于 是 有 ?+ 二 1, НИЕ 
#23) ,天 由 定理 3 及 b) Яп Дн АЙП 
00—280, 24л) = 4Җл+ + ле + д, 
因此 ,如 前 知 НС) REE A E, НЕД 6 与 定理 
7 АЕ, 
ЛҮЕН — EE Wë Bl PE ARETE, 
ERS HH) — Ка, е1), Иа, 1) RARA at, 
Б ХС 表示 ЧЕРИ e, г) ЛК, ШНЕК ("Е 
УЖ ЛЕННЯ 25, АТИК Н (z) SE ZR ЧЕ ЕН 


"37 - 


жж. 

如 果 Сет) ВОНИ ЛЕ, НВС Н (е) 在 虚 轴 右 方 
有 不 多 于 有 限 个 零点 . 

证 盟 类似 于 定理 4 

ATIPO) 的 雳 点 是 否 都 在 虚 翰 左右 ， 可 化 为 多 项 式 水 次 
Ж. 首先 IPO ВЕД ЛЕЕНЕ, 由 IPO 的 需 点 在 
|} < 1 而 定 。 作 变换 


l+ z< 
1— = 


ИЙНЕ || < LEN R(zy) < 0， 由 此 在 РС) 中 作 + = Ёл, 


=, 
取出 分 子 将 会 明 到 用 定理 6 及 7 来 解 z, 的 多 项 式 的 根 的 问题 
末了 要 指出 一 点 ,理论 的 解决 与 实际 的 计算 还 有 很 大 的 距离 . 


e= 


Ж REEM D DRENERER 
HAAR 


1) 我 们 考虑 实 常 系数 线性 微分 方程 粗 
-5 ан i=1,2, (зл) 


Е 
аат илова 

[аи — А8] = С) А" + рт. фр) =0 (3.2) 
PAREA АБ КРЕНАЛЕ НО АЛЕ (正定 ) m AFK 
ERRU, 55, ta), ИЕ ЈЕЛЕ (RE) m ХРАМА 
Vn, + 2a) жш 


=> > ao Xy, (3.3) 


= Е 

атта 2 жю “> ЗЕКИ = — 4 X 

x 214, АЛЕН НЫ) Я H ЗЕЕ НЕНЕН ВЯ s: 
i=l 


RAR Фел Вел АО, MR REEM ЛЕРА, 
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а 


A= P, А. = 


(pr =, pi = 0 š £ > n) 的 图 数 . 
жо ИЧИНЕ Н БЕЗЕ ТЕЕ ЕЕН ЕЧЕН ПА УКЕ 
ЗЕБИ ИЕ, +E ДНЕ ЖЕ Eh trJ a 


时 省 界限 
2) 证 号 和 基本 定理 . 为 书写 简单 起 见 , 我 位 引入 一 些 配 号 : 
/ ж 
L п ИВАНА ыва : | 到 
Р 


ЗЕ а, ts DK fT m, toa m ARER Q< -- < вк) fE 
出 BIA B TATAR, DMD n ба, sa) 表示 之 : 2° #89 
УМ (o t o жа), НЕРУ ERDER Do Зет 
мы (а.ч) MF m ctto ve RIRI, FEP voy … ,v4 是 集 
(1.2, +++, 2) 中 的 各 种 可 论 租 合 , 但 必须 取 到 数 ;3° 行列 式 А. 
的 第 : 行 中 的 所 有 元 素 p BADEM Gug (artta ка) 所 得 到 的 
新 行列 式 ,以 Аба, 55, ЖА, 
EAEE PEREPERE.) PES 


V = д. ^5 У Haan es a) (3.5) 


21 {а 7- 
"ш 


(А, = 1) евз ЖЕНЕР ЛЕ 


Ha amar А, Do h (3.5) 
j=1 


АЗ п = 2 H, EBRE Ma EEE, fE 
为 例子 ,我 们 和 输出 此 公式 当 п 一 3 时 的 形状 : 
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У = рр; — витая + 


Жүй) И ад lanz 
+ sa K| 站 
аар | an an х2 
жа, ах ав x2|\2] 
+ “ү NI ах | 2 X2 | + 
яав! ац Хз аз #3 |7 
f [х аш anl Y lan x ays | (3.7) 
+ || ра — n |а a2 ав| | +| pa Pi [ап zr an | | + 
` дз йз day ( las #3 аз 
j а ар 1 Lu 
` ди пр: |; 
Чи > — Буй + t + + зву 
үл Зри 一 вр + жй + 9). 《3.8) 


REKER (3.5), PRE (3.4) УЖЕЛИ 
数 , 耐 当 (3.4) 中 没有 一 个 为 需 , 或 者 虽然 有 的 A, KR, 但 若 此 时 
ВУЗЕ, ВЕЗЕ ЗСА, 

3) TEMER ТАЗ Fabales, 

эт ， 下 殖 哮 式 (3.9) 一 (3.14) 是 恒 等 的 ( 沿 (3.1) 的 积分 由 
НА): 


А 
У] ааа; = 一 全 对 一 


л 


SEMP Ca, н) дурбу се a) (3.9) 


т) = С ран — 


-EMP (ау ая), (340) 


д, в, 


іу МО, „ба, сту хы) = С) ру, (3.11) 
г 


d 


640. 


PL bra Ёзе-\ 
Рат ^ * Рза-а Фая 


E Ayler о) ||, (842 
й l 
р рол рен 
D... Z. Eey 
а= 2, "тр 2, 
Фу" "Ра Pan-| 
Pe' Prae Ра 
L мыи, а) — = 
dt 
o 
Doe 
= py Kis 1 а) (313) 
А A А (ал. а) + Арба, сс, ка) = 


= Алада, с э), 
一 (344) 
证 ， 上 迟 庄 恒等式 中 ,(3.9) 可 计 千 由 定义 推 央 ;(3.11) 可 仿照 
(3.10)Ж%ЕНЗ; (3.13) 可 仿照 (3,12), 只 质 注 意 到 (3.11) 与 (3.10) 
的 不 同 之 点 就 可 以 了 。 所 以 在 此 我 们 只 靳 肾 (3.10), (3.12) 和 
(3.42. 
ЕРАЗ), PJ L IRE; = 1 НЕТИ, ЗИ 
方程 粗 (3.1) 中 j 与 1 НИЕ, 并 不 改变 组 (3,1) 的 本 慎 , 而 可 以 使 
之 变 成 7 一 1， 


Сз.10) E Ka аы, `` 
4 уу . ad у авы ok 
лр Ме» эе, Aa) а > 
А ЛОРА ЫЛ 
ар ашыт 


Фолк,” ` Чу 


КЕ 


ад dw," dwg 


Bod Bry’ бурь 


И а, (0) 
А) аа арк 
其 中 了 为 对 加， MA о. Е 
жп, 
(3.10) 2288 3E 
Clp ЕМВ (es z) = 
= (рма 一 ХМ (а, я.) = 
Жу su, ^^ 
一 C— 1p 一 x ы agm щик = 
Kup Fi ` "agak 
бым анк 
ЕХЕ АЧГ а 
Ang? ер 
Ü алта 
Г 
— y |a бак ТА А | Сн 


EE ugeg 
НЯ, в < и <. < pm 所) 的 各 种 可 能 粗 合 
RE, ИМЕНА Са) = (зж), 
会 为 的 大 :在 (**) 中 , 福 意 到 (一 1)tp; ERRITAR [а | 的 


Sa 77 бана 


ЗГЕ ИЕТ ЕВО, m Е 


78 ац 的 所 


Sagar” ар 
有 政界 主子 行列 式 的 和 , 因而 +<) 中 x 的 系数 是 令 ап йо А Е 
НЕО ВПС) а KIRE, B (т) 中 合 x1 的 项 等 于 (*) 中 
会 的 项 
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ж ы 


其 他 的 (i 天 1): БЕС) АН, ДЕ (=) d 


上 : 对 年 一 钥 合 ia， 


Һар, FE 


+, G < << а S< m), ЖЕН 


任 一 个 ва <i < k), 对 应 地 ,会 xx 的 项 是 


{ .. 
— (тунер 49 


Ган 


аит 


而 在 《*) 中 ,我 们 可 取 ç — ра, 2 = рау 


чыра 


ана 
Хы» 
анаа 


танан 


tty Ур = pris ы Biy 


то Va == нк, атре НЯ ВНЕ АНН) RA zo 的 同样 的 


一 项 : 


dima, T? Alaja urp" eg 


= gya tme 


郎 证 明了 (**) 有 的 项 (*): 必 有 . 
其次 证 (*) 中 有 的 项 ,在 (**) 中 必 有 . 
A vrn Жз, 38 s= ро, ДЈ 


lapan 


ааа 
ч. 


事实 上 ;对 (*) 中 任 取 一 
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азы" 7 dogry 
КИ ЖЕ re vss 2,555, k), ВЕ p, < s< n, H| (e) rë; 
z 的 项 是 


са 


Aupo,” обуза ` орок 
ЧЕН, W = Datt, ру SDi др => Wa ` Rk = Vis 
и; = s, 得 到 同样 含 =, Е: 

бру 77а; Чы Фры ` Ck 


1+0 ` 
— серн |; 


А 
印 在 明了 (*) 中 有 的 ,(ts) 中 亦 必 有 ， ЕЈС ЕТИУ 
行 测 式 旦 一 样 的 ;(**) 中 亦 是 如 此 ,这 样 就 薄 明 了 (*) = (кж), SS 
式 (43.10) 亚 毕 . А 
ХРРС5.12), REAREN, 3 z 为 奇数 ,由 Д. (а, 
эь) ЮЖ (3.10) Ж 


ру sa, а) = 


‚44+ 


EER р =1, =; = 3, 划 上 式 就 可 以 化 成 <3.12) ЈА, 
KARE, Ro ARA ТАГ 


* Op pan 0..5. +: Ума 
WARR, AT ERT. вла , (3.22) #038, 
今 证 【3.14)， 我 们 将 它们 一 加 号 到 左边 ， 由 A. 及 А. (х, 
to#a) 的 定义 及 (3.12), Æ — Дандаа, ap》 十 
ни A даба ++, ra) = 
Pit Peeper] }Руо°срфю—зРю—з 
Po “Ps Po рысь 
一 | 十 
0---р; Perad |O pe- Pa 
Otot рее: [90-50 Б. 
йс аара | | P: Раоа 
` ро’ Preztae |] 
в | ра 一 
l. 0 py раа | 10 ра ара 
0 110 розра 
Praper ` 
Е D +. -ра Pori 
0--.5. >. 


= 


.5. 


如 果 将 上 式 依 克 写 成 一 48 + CD 一 EF , 把 4 С 按 最 后 一 行 
ЗЕ, 4 中 最 后 一 行 第 和 列 能 元 素 对 应 的 子 式 刀 为 De, ДІВ 
然 有 互 一 Dot， ##— АВ + CD 中 有 相同 的 DRR, 这 样 有 


Pi" Ра Ü 
Pet Paoa Ü 
—4B+CD— EF = Deg |e 一 
日 
0..5. Хы 
Pes 0 
— 0 
W + 
роли ро 
5. 


Oe po Реза 
0-2, Bon 
合并 上 式 的 第 一 项 与 最 后 一 项 之 后 ,容易 看 出 , 上 式 是 下 面 行 烈 式 
ВОЕН ЯЕ (Laplace) 展 式 : 

Фа рата Рача 


Фора pe б 


С) о 60 — рь Pitt Pies | 


. 5. 


эз. 


仿 将 它 区 第 2,3,… ,go 列 分 别 减 去 第 og 一 2,a 十 3 26 И, 
然后 将 第 3, 4, ea TIAME SS e + 1, z + 2, 2 一 2 行 
上 去 ,得 到 一 个 行列 式 ,此 行列 式 是 2o 阶 ,在 宅 的 在下 角 有 一 个 5 
о + 1 ЖИ, ЛЖ, z + (G+1)=2z+1>2z, 
ИАН KREA (Соболев) ШЕННЕ], ита 
AFFF., 等 式 (3.14) 址 毕 . 

4) 我 们 着 手 起 明定 理 。 

基本 定理 的 证 明 ， 我 科 疙 (3.5) 沼 (3.1) КВ, 
注意 到 53.9), 有 


4 дА, У У or + 
== 


й 51 
+25 > П Алька, зз, 5) = Азы бщ, tg я.) 一 
аа кы 


i 
ы 
= 25А, D ЗАА, У (Ума, xa) X 


ХА, z) + 
a sm 


+25, > П АА, +, s Tir А5 з, 


(3.13), = = A, R314), A 


>ú дни A 
91 = dt 
BLESI 
aas x i 
=> ПАА 0 Аа, — 
°= f=1 dt 
GEEA 


TAC AQ AAA... (r. сс, s) E Anay x 
X (ау, n) + Ar. A A. A, X 


X баз, Або z.) = 


' 
М 
p= 


| аана 5) E anian кз, + 


+ Ar :A,-. ААА 并 ea 
x ба, > =.) = > Д Ады Є е.) х 
41 


х z A... B) FA AA AAA. X 


X Gas t'i а) Аааа °з, жы), 
ЖЕЕ ЛО 3.14), НИНЕ PEIN ДИР 
AAA 


X [я + PE лыт, ө], 
dz 
9=12, 555,9). ЖЕНЯ 
д-р, A, = P.P: Б, 
Аыба, 一 
= рум, с-з, ха), 

Аша, бозу) = ХМ) Gn, `, z.) 

及 (3.40), 那 来 立 印 可 得 (3.6) ,定理 起 举 . 
最 后 要 指出 . 李 雅 莹 谐 夫 男 数 不 是 唯一 的 , 可 有 各 种 作法 , 对 

ВЕТА ME BJ 54726 8 uti УК, 


$4. ЛАЯ (R. Bellman) 定理 [9 


В 
raD со 
a t > > ор (40) 
<<< < т» 
FERTH, A 
CO = хо), 
= — о, R= L2, те —1, (4.2) 


. 48. 


RAAD FCDA 


240 ү ях саха — т) = 0, 


4 = = 


О (+з) 
саса уваат ЕЕ 
= — 一 -5 «Фб + я ааб n) ++, (44) 


G =1,2, t, в) 


32 3 ЕД УД 
ко = ди + Аш тр + чает). (45) 
я 


x(2) Ж n ЖЕНЫ, A ДЕ n> я ИЕ УМНЕЕ: 


кг) = фр), OSES T, (4.6) 
我 们 先 卷 虑 最 简单 的 = 一 1 时 的 捕 形 , 朗 考虑 方程 
LUED 一 extr 十 1) + =, (#7) 
4 
其 初 值 条 件 为 
х) = Ф), SSL, (4.8) 


此 处 ОЖ ФСЕ Е, ВИРУСОВ: 
FEY), GI 


L pO = apl) + 0, 9) 
г 


对 z 一 1, 和 在 区 间 (0,:) 中 pO ЕЖЕ, MERER 
件 C4.6) 下 能 解 是 存在 和 唯一 的 ， 我 们 用 拉 兵 变换 建立 <4.7) 的 形 
式 解 


r= zl + 1)е dt = 
ч d: 
=a | zG + рен 十 ‚| «(Пет (3.10) 
, А 


+494 


或 者 
ауда f етед = 
= ae! f «(дей + | детей, (зїї) 
利用 (4.8) 可 以 写成 
Ppa) 一 (Ce 一 ae f Pleje == 
= t ai мо [aoee Ga2) 


民 此 ,利用 拉 氏 变换 的 反 变 所 公式 ,得 到 解 为 
1 (2O70 ae) È pleda] 


ka 2xi ¿+ ae? — Де! “а, 
(413) 
此 外 < ЛЕЗЛИ — Д 
PERPEN ТЕЛЛЕ НЕШЕ: 


$ 5 + асі — де? — 0 的 所 有 根 位 于 R(X) = — < 0 АЕ 
边 , 取 c 为 直线 Ач, o < < +=, 我 们 将 鞍 朋 ， 由 


(4.13) 表 出 的 re) 就 是 方程 (4.7) 的 解 , 并 满足 初 侍 条 件 (4.8), 
将 z(z) =з 
1 Ф(1) 一 三 Í ple de, > 
{| Б + ае®— Де? а + 


Zai 

+ =Í | Pla) наета = C + 509), 
(4.14) 
ЗБ Буут, zK2) = 0, #£ B. % 0 < << 1 8F,z,()= 
ФС). 我 科 并 指出 ， 当 + 之 1 时 ,wlz) = 0, ЕЖА + (O) 
当 RO) > 一 za 时 是 解析 的 ， 基本 的 方法 是 以 ( 一， DELTA 

№ I / 
КМ, 1 — > + Жой р Яй ЖОЛ *Ë ЯҢ Я 


50+ 


(如 图 2.6)， паи Ат } 
的 , ВОЕН це, #2) 
ЗЕЯ ВЕ: =l 
вО) ФСТ), 8 8548388688, 
ше, ADRESE (47. (2%) 


ЕЕ 
«(шу = 300) = 图 2.6 
Lò [pef puede 
— За f, [eoe fotoen] ea (4.15) 


[b + ве? — Де) 
当 * > ТАНИ (+7 Е ИЖЕ. {ЕДЕН 


кй = ү «(даг 


是 方程 

ее + 1) = avle + 1) + Фи) (416) 
的 解 ,如 x( 信 是 方程 (4.7) 的 一 个 解 ， 首 先 需 要 证 明 КОМН, 
红果 我 们 让 明了 当 4 一 9 时 ай < се 85, wf) 的 存在 性 也 就 由 
BA [7 овнинЕтеваия. ва = 一 № + и ЕВА (415) 
中 ,我 们 得 到 一 个 因子 TiN, 必须 证 角道 留 的 积分 当 + — со 时 是 
有 界 的 。 要 臣 明 这 点 是 不 困难 的 ,此 处 从 格 。 

出 (2.15) 得 


хр = f z(a)da = 


-p podese] 


15 + ae — het] 


аа ыл 


ед) а = 


2ni 


Ра 


ЖЕЛЕ: 


. 5. 


L p(t +1) — avle + 1) — ко = 
åt 


= [а ef едед] E а, (ыш) 


2л: 
由 此 式 可 以 看 世 , 对 任何 线路 。 ПГ. н F3EBUBNECfE › > 1 时 是 
解析 的 , 这 由 柯 西 定理 知 (4.18) 的 右 妖 积分 为 零 , 这 就 证 明了 
(人 是 方程 (4.7) 的 解 ， 由 于 (4.18) 的 左 删 为 
к +1) af «бан ДОЯ 0, 
微分 上 式 得 
ZG + 1) — arl + 1) — 5x(z) = 0, 
ОЙЛЕ T 0) = 40), š + > РЕН НЕ nik 
条 件 (4.8). 
现在 进一步 研究 画 数 xz) 与 p(s) 的 关系 .由 
кр = 292 { па а 


2zi [5 + асі — he] 


А [f plede ан] an 
p j ыыта б АК (4.19) 
下 面 主要 来 估计 Л, ARAI AER . 
< alp < = max Ol #21, {4.20) 
我 们 再 来 考虑 Л, h 可 以 写 为 


b f [ КУ Ja 421 
h Фо «ая он М (420 


这 个 积分 是 治 着 线路 在 К 一 co 时 从 一 R 到 +R 积分 的 极限 ， 利 
用 收 襄 性 及 变换 在 有 限 区 阐 上 的 积分 ,我 们 将 得 到 在 R — оо 时 


(әз) вия, гийин бы (д 
含有 сеть 的 因子 ， 当 * 00 时 ,这 个 积分 是 有 界 的 ， 因 


此 得 到 


ШАК e max. ФС. (4.22) 


。52 。 


а BRRR, RIEDE 
ZEL ув 
Де! — ae — b == 0, (4.23) 
ВТЕР R = 一 和 < 0 AIZEA „ИЕЛЕНЕ: (4.8) 
HIDIR JRE p) йа ЕУ 


ах. БӨЛЕ “шах. Со. (2249) 
ТИЧЕ РУТА ЕЕ ЯТУ ЖА 
人 xs) = ax(z+1)+ (2 (O, # >В (4.25) 
= 
x(z) = Фф), 0 < < 1. (4.26) 


假定 w(x) 是 可 积 的, 我们 知道 解 是 存在 且 是 唯一 的 ， 我 们 用 l) 
RÈ (4.25) 的 章 次 方程 的 解 ， 和 上 面 一 样 , 我 们 月 拉 拱 变换 将 导 
出 方程 (4.25) 的 解 为 


1 f уе 
БО == + | ° 
== 2л de Б + асі — Де? 


ЭДЕН ЕШ о Са 使 得 积分 | аре an 0399898 е, 如同 
тй, 积分 是 存在 的 ,因为 我 们 对 右边 这 个 线路 可 任意 孜 变 . 
因此 ,这 个 假定 常常 认为 是 不 必要 的 ,这 样 做 的 精 果 ,是 在 0<e<<1 
ВЕ Соня AE, ООН ВАНЯ: 
EA, УР. 一 1, 我 全 定义 (г) = Фа). ВНЕ На 


о О 


Хе и ЖУЙЕ хе) WS JE 5 (4.25) 是 汽 有 性 何 因 难 的 。 现在 
我 们 将 要 证 明 (4.27) 可 以 写成 x (a) 政 一 个 我 倘 所 要 求 的 积分 . 
假定 d 


P leem dn <o, 1 = — т» +), (4.28) 
› 


е, (4.27) 


Ri 


1f T pdl 1 А 
aC) = жб) + =Í wla) |] da (4.29) 


。 53 。 


或 者 
zeti = etH 


1 ү [Í ела ] 
十 一 - —YÜ p zu; 4.30 
Za | °С” | ваа да 8 чыз) 


我 们 看 到 这 个 积分 除去 : > а 外 ,小 着 线路 七 是 为 零 的 ， 因 此 ,对 
#>0, 
zG + 1) = ые +1) + 2 | вое n) да, (4.31) 
274 4° 


其 中 


_ обет) 
kG an) |== ал а. 
ИШНДЕ 
一 
С) | жае *, #20, (4.32) 
EH, RETA 


[iela [lda < А dn<e, баа) 
аш ыша дыңын, 
定理 2。 RE 
b + ае еб 0, (4.34) 
所 有 的 根 者 位于 ROU) = А < 0 Л; 再 假定 在 任何 有 限 区 
ЖЕ. ба) ДНН а зе NRA, НЕН ЖГ 
Г Га) |е de, < оо, (4.35) 
АИ), > 0, 有 
zü +) ае + D) + еже = Dän, (4.36) 
此 处 
Г Жал), ан < co, (4.37) 
MERRET RARER ЕР НОВЫЕ, HAR 
АНТ ВОЕН. RISB TEKAN 
Ел 


Et ast D r bs) 607 #>0, (438) 


. 54. 


piat 
xG) — рб, 0291, (4.39) 
假定 Каб) ATEHER: 
Как) = (хб) + Ыб + 1) + 
+ У жй ох! (G + 1), Салоу 


бур 
此 处 Бб), DAD 充分 小 ,并 在 <0,0c) PERRA |60) < bi， 
Е 

У) вту! (4.41) 


>а 
当 [eh |y| РНЕ, 
应 用 定理 2， 对 非 嫉 性 项 可 以 引出 考 卡 Volterra АТ 


程 
xG +1) = xG + 1) + frere = аы (AAD) 
对 方程 (4.38), 由 定理 2 ЖЕУ Нан 
(е 1) = (+1) (4.43) 
ж 


АЕ) = +1 + f Са) (е — д), (444) 
В 
由 前 面 假 定 20, (may (pU) ATR Ж mar eG] 充分 小 ， 
HAR Р БЕВЗ аа x (z + ПОЗЕР ЯН (4,35 В). 
Ri 


У U + D ~ x + 1), (4.45) 


ЖЕНЕ fT 0 ЕС [13]), Е. 当 m > 时 。 
x 12 十 1) 及 


alr + 1) = xG + 1) + [ео — adn 


от, МЕЕ 2 ЖЕН = (2) E (4.38) 的 解 并 满足 初 值 条 
件 (4.39), 因 此 ,得 到 下 面 的 定理 . 
定理 3。 如果 方程 де 一 2 一 5 二 4 B) # S t T 
. 55. 


RU) = —М < 0 的 左边 ,并且 ,na ГС) 充分 小 , АҢ ЕДЙ 
条 件 (4.39) 的 右 程 (4.38) KIR xG) 存在 且 唯 一 ,并 当 + 一 co 时 ， 
00) — 0. 

唯一 性 是 由 К) 对 * WE а ИГ РЕТТЕ, ЧХЕ Е 


路 二 (—М) + в(-® < < +0) ЕТ «(0 < c et cho. 对 


ЗЕНА, язнаат. 《一 0) 十 下 
ЛА Я Ц гоо 时 :5 人 ,2 人 一 0. 除 假定 PCD 连续 及 max | pe) 
的 大 小 外 ,对 pO KAHERA, MA ERRE pO 是 有 界 
变 差 的 图 数 , 由 此 , 我 们 得 到 满足 条 件 (4.39) 的 方程 (4.38) 的 解 是 
连续 的 ,有 界 变 差 的 . 如 果 max 19(o| 充 分 小 , 划 解 也 充分 小 . 

对 ALO, < в; 的 限制 是 不 必要 的 ,加 大 系数 为 ceo © (а> 
0), 则 可 略 去 群 胡 证 明 的 经 过 . 

对 和 线性 微分 羔 分 方程 租 (4.5) ,部 


20 = д) + Aal — r) + Аат) + 
£ 

+ Че — т,), 
显 易 解 的 稳定 性 的 研究 与 上 面 对 方 程 (47) КАНЕ LAA 
公 不 同 ， 故 略 去 其 立 和 的 估 花 。 对 非 线 性 微分 差分 右 程 粗 的 吞 答 
WER. 


$5. IRB (И. А. Фрид) 定理 04 


ЖЕ ВОН HN REED РЕ 
= я 
хе + т») 一 У У аһ (2 + т„) 
гет 
(0 = то т< 55 < Ta) (5.1) 
初 值 为 


(р = pI (OSvEn—1l, 0<¿;<r,), 
фе) РН Я ЗЕНА, 《5.1) 之 特征 方程 为 


- 56. 


a a 
DOY = Kem — Су, ЗУ, apeh sak. (5.2) 


#=0 2=0 
ЧИН 5.2 АПАА КИПЕ S ЗВЕНО ЭЩ, 而 其 
全 的 所 有 根 的 实数 部 分 都 满足 条 件 
RQ) < —4 (220), 
BEREG. DHARA F AiE: 
lO < ke“ + M. 
对 所 有 的 20 k 0 < r< n— 1, ИА, М, c 为 正常 数 . 又 
зу йла ЛЫН ,常数 六 可 以 任意 小. 
由 此 精 果 部 可 证 明 下 迹 定 理 . 
TAL EE H PRESS BL (5.128934 38 (5.2) 仅 有 有 
РЕНН, ПНА, TE 一 个 负数 
一 4， 则 [5.1 的 零 解 是 稳定 的 . 
先 证 有 一 个 时 沸 的 情形 : 
alt + r) = ака + T) + balt), (5,3) 
ЖЕ o << ти, И ж\е) = ФС), pG) ВВЕЛ. 
ЗС Б.З 
DAY = Де — ае — b (5,4) 
ОУН Ж. ip 与 一 арр > 0), 其 他 的 所 有 根 都 有 
Ве) < —4 (420), 
谈 明 的 方法 是 对 形 如 (3) 的 方程 作 拉 兵 变换 ， 然后 再 作 反 变换 得 
BJ хб), 这 时 有 


хб) = хш} + хб, 


>T, «(0 = 0, хе) 满足 方程 (5.3)、 
Оз: z B. х0) = ФО), В (r) РЕНИН, 
O<: << 8, =G) = 0, 
А ЕЕ — Е БЕИШЕН 55 0 < r< r 时 ， 
20) = pe). 
双 当 :之 rf 时 ,x(7) 满足 古 程 (5.3). 然后 估计 当 z 六 了 时 的 =, 


-57> 


得 到 
50| < Ace + м, 


只 要 对 应 的 初 值 画 数 任 意 沾 ,YX 可 以 任意 小 . 

这 里 有 一 点 要 注意 ， 在 决定 解 时 ,必需 对 + 之 0 均 满 足 方程 ， 
而 我 何 只 起 明了 对 + 2 то HREJE. ЮЕ, ЖЛЕ ЗНН Ж 
补 诈 所 得 到 的 解 在 0 < z < r ЖА, иж {КЕРИШ 
ЗЕ оет HEREDE АВГ В, KORES: 
<r THESE, им, РИН EE um EAE 
Б, ЧН, TAERA, 使 其 不 加 补充 限制 ,用 下 面 方 法 
БЕН: 

在 0 < ; < ç НЕЕ ЯНКИ ФС), 
这 时 有 解 G), ÉE =) WESE: 之 0). ИЕН 
ВЕЛЕНО ЖА EDAH ЛЬ. C[25] 第 一 章 第 三 节 )。 在 
r < # < 2г rE , ВНЖ КОЛИН, MRTA ЕЯ 
以 得 到 当 z > 2r MARR аб), 对 这 个 хб) ДИЕТ 
ЗМЕИ «(р (z < v < 27) ВИЙ, 

由 定理 的 证 明 郎 得 解 是 稳定 的 . AL max. ЕО: 2581 
тах |z(2)| AERE T 3908438 Сг) 的 小 谈 ， 但 由 唯一 性 

Xx) = <), XF : 2 27. 
由 作证 xD = ж, Жо r<: от, 
Е, АМЕ ФС) 相当 小 , ЯН РБА НЕС 5.3 JAE хб) Е 
ЖЕ. 
ВН. ин 
DQ) = УУ У Кей 


ха ть 
的 根 的 实数 部 分 在 (2, Б) 之 外 ,由 对 任何 数 。< = RelA) е 0, 满 足 
935 a < c < š НЫЕ 

[DaD] > ДА, 
ЫЕ А = с + r Соо < #=< Фоо), МАНЕЖЕ 
Ха 0, 0 < x < m), 


Sge 


证 ， JE DOO 写成 
В ‚оа 
DAY У гше У Уу aa desa, 
= 


Ато #70 


КТК ES || > THATHAR 


= = s-t 
м > аш е*„^ 
КЕЕ 


È > аен, 
re 
АЧ [| > TA 


> 


工 
2 


1 
> 
120012 = | 


> aunde? 
=y 


IDO)! > klij, & > 0. 
对 |< Tr, TAR 如 之 0, 使 得 


DDI 
< 1 
М e 


AM д ETARE, ЖЗ ғ EAREN H, 而 分 母 分 子 性 
FIS, 
于 是 当 || < T к, 
Госа) > А. 
Hz £ = min Qhi, А), 对 所 有 1:, 得 到 
[РОУ > АМ R A >0, 


Ета 
以 下 来 证 明 这 个 定理 
РУЗ) ВЕЛ РАЕН 
(е ии = a f «(+ т) de + Ó | хем, 
利用 分 部 积分 得 到 
[ee H rye tA «б + т) = 


一 af sle + redi + ‚| «(туе de, 
a 3 


ЫБ А! ЯЧЁАЗ КЕК Ц г о 00, к(а + r)e М> 0 hF, АЙТ 
两 个 积分 的 积分 变数 ,有 


„59+ 


一 xfr) + м | «деа — 
А 


= ае" ога +в É хрена 

或 

(en 一 [деа _ь [дева = (9), 
酉 方 同时 加 上 

(Ae 一 ве") faeta, 
А 

又 注意 到 在 0 < С r + (i) = pO, BH 

йе — е” — B) = gle) + 


ее — ену [| обрела», 
Е] 

«222 | a PU) + (69 ве) 了 Ple tdn a 
2л drar Ае” а" pb ` 

(55) 

ПЕТЯ ЖЯ 了 表示 直线 ¿= —c + jse 

З 0 < = В ВЕТ 

© s RREZ — co < + < + co фар 

化 ， 又 + 表示 两 个 六 烤 路 ， 一 个 色 

-4 GO SA, TSS) — ір, Ш 

(P BEERE 


MEREN, ARAT, 
5.5) ЖЖ. Що, 
图 27 SrH, RETF pO). 将 (5.5) 写 成 
Р) — а) + = = 


dÀ + 


Я 
1 ФС + f ql)e de 
= e 

=Í... Je — ae — p 


‚во, 


ы 


-L " = ] И 
+ = [. IN фе thar | taa, 


我 们 来 券 氏 
= u -an О 
к) = =). [ PU)e а] ЗА, 
ВЕНАХ - 
[PO 0&г=т, 
= { 0 #>т, 
нж 


а) = =Í. № ge da] ed, 


但 这 个 是 g(z) 的 拉 氏 到 变换 , 故 ake) = g), К 
кш) = n, РА 
200) — ФС, 4 от, 
现在 考虑 G): 


(г) = хи) + ав) 一 


-| Форель 
ШЧ т 


ag 
2} мес» ^+ 
r 
1 рес) + sf Феде аа 
=Í — Tq, 
2 0 Де — ae" — ó 
当 上 < 工时 ,将 有 
р 1{ plr) + ó [оета 
J = 一 AJ = 
д) атор 
я 
Lp P+ of pea 
= 二 | 2. eodh; 
pr А-а — де“ 
olr) + „| тре. 
1 
= ооч a 
я =, Ае ае — Б 4 


ой 


x 

т +Í he Ma 

1 | ФС) „чәе lana, 
r 


2м А—4— be 
B (Cauchy) ЖЕЕ, НИЗ (Jordon) 引 理 ?知道 гг) 等 于 在 
ip 3. ip 两 点 所 算出 的 留 数 ， 而 zü) 也 等 于 这 些 留 数 ， 但 反 
号 ， 因 积 务 路 加 相反 , 压 当 +: < 时 ,有 
жг) = в) 


及 
xz G) = ве) + эр) = 0, 


对 上 > т, HEA ar) 与 хб) 都 是 方程 (5.3) 的 解 ,于 是 由 
DREE EST AEEA Ri D> T, кйш) = аг) + хо) 也 是 方 
аз, 

将 я) 代入 方程 (5.3), 有 
Í plr) + a | ждей. 


wn — 
трд 


Rai 


a 


edh 


үт 


多 Cr) 一 | рде пав 
_ t 
=), А — а — bs 


; Í ФО) +ә тае, 
; 


элг Аа Бе А – 
Я 
= | [ео + a обеде ан zq) = о, 
шу + Ü 


ВЛЕЗИ, Ви; > 了 时 ,有 ко) PS JE ЗГА (5.3), 
ЗЕЕ z ra) 是 方程 (5.3) 的 解 更 要 复杂 些 。 引 进 请 助 西数 
0) 一 ао, 


НЕ бу) 对 e> УЬ (5.3) 的 解 ,然后 恒 助 于 微分 容易 证 六 
站 也 是 方程 (5.3) 的 解 ， 首 先 必 须 鞍 级 КОНЕ, ЗИ 


1} #9 М. А. Лаврентьев у Б.В. Шабат, Методы теории функций 
комплекаснето. переменното, М.-Л. 1951, ЯНИЕ. 


. 5. 


мш 


ФЕН аг, НЯ: > т > 0， 故 由 栖 西 定理 ， 用 兔 当 引 
理 有 


120) 十 СОА 


ад = 
元 上 дет = о, 
因此 可 写成 
-u 
1 í e(r) = | gp(a)e ar 
= 一 -| 一 ——I . 2 一 
= =, тр A 
r T olp ye tde 
1e af plaje а, 
T =k дет а 
或 者 
1 [ФС +6 [торе из a 
=й = 2, быш кур A + 0684, 


BERERA [Aet 一 ao — bl > ||, RI 


u f Фа) +» елде) 


e ті 
ӨЕ зи) А lae tolah, 
因 分 母 有 |111, 故 积分 站 项 。 由 此 有 
|x (| А (5.6) 
此 地 多 为 正常 数 . 
由 于 KX) 的 存在 ,我 们 将 有 
wya ( €G) + b| Phe ав ` 
Агу = Í (= j. РШ е = аад ) ањ = 


= 
1 Í elr) +2 баде ан єз 
г 


= - ал. 
2 Дей — ве — b 2 
ЧАЗА ЯЕ МАЕ РАБ ЕЭС. 
将 wl) 代入 (5,3) 得 


st Tavs + г) — boli) = 


“63+ 


1 | gir) СОА ей 
г 


dÀ + 
25 Дей — де — b 4 
т 
—м 
а í plr) + САЯ "dh еса дъ 
АЫ Де — ae? — b А 
Я 
„(тә od ш 
+ j ° ‚а 
250)г Де — ae? — b L, 


或 者 
öle + r) — avols ~ T) — bele) = 
1 


-— |, [< +b fielderman) =a, 


由 柯 西 定理 , чрни BS, РА, Кә) 是 方程 
《5,3) 的 解 , 故 可 和 写 出 恒等式 
gt + r) — avle + z) — һб) = 0, 
BO NERE 
40 = Г аё 

RAA 

або а" гова в [arta =o, 
вова | 

зге + r) — авг + т) — Рарб) = 0, 
НН, г 2> r, rG) ЖА. Ее УТИ 
Аб) = арб) + акр 

HEDRO) 

因此 , BALES 0 <: =< r, x(z) = ke) + 0) = pG), 
对 :之 fr， 有 aO = хы С) + бг) MESES.) 

WEZE G), ве > r BR, [М zX) 一 0, 故 只 要 估计 入 (人) 
即 可 . 

ЕТЕ ar < десе; 估计 第 二 项 


+64. 


edh, 


Фа) E | pae dea 
эко = О 


Aet асі b 
等 于 计算 ip 及 一 РМ, ЕЖИК. ИБЕРИИ 
为 为 


2л; 


gir) + | pe a | 
мя 
= 


= [Дей — ае — b] 


plr) + +f фаре" д 
= с е 


теб» 十 eo — ате 


ho 


olr) + of раје еда 
< Br 
Айл ЛЕ, ео + rb < 0， 由 此 得 到 


plr) + >f PUDE de 
2 emj + 


е + rb 


@ 
еб, 


|z (2): < 


ze - В Фе de 
+| 
е7 + ть 
lp + [|7 max leo| 
|z + rë| 
|@(z)| + |ëš|r max [pW] 
+ negr 
а + rol 
акт 
[хь] < М max [P] = м, 
当 атах lp 任意 小 时 ,并 可 使 之 任意 小 
lal < Ace + M. 
上 面 我 们 是 假定 有 两 个 纯 虞 息 的 情形 。 显 然 ， 如 果 在 处 轴 上 
有 = Са 为 有 限 数 ) 章 根 { 包 括 雳 根 А = СЕ), 则 解 的 估 值 不 


ЕС 


ир 


= 


有 


ЖЕ, REEM НЕОН Я, ПН — 
TES 5 max IPED ETERS. 

ЖЕ n ЕВ т ЧАРОД G1) 或 对 具有 若干 个 时 沸 
EEMETA ВАЕ НЕ ЯН: ELES, 

因 线 ,定理 完全 证 些 . 

定理 过 ”车 在 特征 证 程 ( 气 2) 中 具有 实 融 为 零 的 重 根 , 则 方程 
(5.1) 的 丑 解 是 不 稳定 的 ， 

Е. ЕА = L ROR4R (ЯРАША), Y 为 包 有 这 个 根 的 
某 闭 曲 续 ,但 不 包含 其 他 的 根 在 内 或 在 边 上 . 

积分 


edh 


1 plr) +ó) ф(л)е dri 
= 29 | Ае 2 р = 
等 于 在 点 ¿= L АША. UFA) RAF, DO) RA 
ЧЕ, РО) 是 解析 的 , РА) 有 重 根 ， 困 此 有 
РО) = а+ (А) + едд Mm uP H 
Жо М) +, 
DQ)= + А) + А AO + 
+ КА М) ++, 
иш Q = РО, „РУШ, „зо, жж, рО) 


№) m ШЖ, Н] ó, = 2 = +, = „ү = 0,58, 30. P À 38 рО) 
ИА, R] b= h = 0, > 0, 


РО). 在 j yaki 


ЮА) 
< É АЕ) ji 一 
dÀ DOA) = 


е, 


-2 Е +U — Дс + (À det ] 

dÀ lirt Q — А) +ҖА— АРЫ H 

_ еван Лана _ 
[э + Q — АА р 


` 66 = 


ажаа Цан PY 


[2 + (2 — А) + +] эйе 
= i> — cob 
я ` 
如 果 Аа ЖЕ ОСА) WJ m KER, Al do = В 10, А = 0, 
ЕА) де p 的 留 数 为 


DQ) 


L а" [а 一 | 
(m — 1)! dar DIAY = 
_ 1 ар аа | А 
(m — 1)1 APTE Б, + (А — Roban + "oh 
微分 之 后 ,代入 À 一 2， 在 分 子 有 го, са, tto сыз KERR, 
cm- 的 系数 为 bw = 0 的 其 个 次 数 , 但 


a 
c= 20, Е) = ES + СОА г“. 
il 


34 РОИ т — 1ЖЫЛ, А = 1,, 则 有 具有 常 条 数 的 : 的 多 
项 式 . 

因 上 比 , 对 于 特征 拟 多 项 式 上 共有 等 于 雳 的 实数 部 分 的 重 根 , 则 对 
(四) 之 合计 仍然 如 前 : 

ми СР | < Дес“, 

T (2) АГА z SAR, Ae ERME O 一 ае) = 
жү) 十 о). ет, щ 2 相当 大 时 ， 可 以 大 于 已 奏 的 任意 
Ж. Ми ЕЖЕ. 

AT ИА т ЧЫРА АЕ, ОСАЛ ЛЕ ЭКАН 
FT ARED, 


ea 


第 三 章 ”一 维系 转 的 运动 稳定 性 


51. $$ He se ШП?! 


在 我 们 的 及 是 中 ,需要 研究 超越 方程 
r(S) = Ser — ac — Ё = 0 (1.1) 
KARRAR, ФП, ЗЕЕ НИКЕ F ВА RI PR ШЕ A 
(1.1) 的 根 具有 性质 RG) < 0 Ж К) < 一 < 0. 注意 (1.1) 
` 中 的 a, 5 是 实数 ， 因 此 我 们 引进 了 赫 斯 定理 在 未 新 此 定理 之 
ЕЁ] ЙА ТАБЕ, 
BEL 4E 
S= Ce (1.2) 
位 于 S вч ERESI, 
G) š8 c > 0, 在 每 一 带 形 区 域 
рп < о < (2p + 1)x(p=0,1,2,-*', S= =+ is) (13) 
Pa 3901.2) 9077 — Ar T El $š 
s = + cz — «Ру? (1.4) 
Уне 
и = vcot v (1.5) 
ВОНИ ЗАК. ВАШУ, 0 < c ет Ар хр 
p — ОНИ ERA HECA 与 (1.5) 的 交点 , 亦 不 合 方 
(1.206948, 
Gü) 当 C < 0 Ph ә T КТЕР Җ 
(2р + 1) о 20р 1) ф=0,1,2,.-:) (16) 
内 的 邮 针 (1.4) 与 (15) 的 变 点 上 , 
GD 在 这 两 种 情形 郡 有 对 应 的 方程 (1.2) 的 根 位 于 5 的 下 第 


Gv) FAJRA SREY С = е 一 时 才 行 , 且 3 一 工 是 广 
аж, 

(1) 当 0< Сет ар, ОСТ ТИВИ Р СНЕ 
СИЕ. 

(2) че<он. 5012) ААТ ЕЗ АРАН в 
За) ноне 

Е. BARTER MR E + р АЙ, Еф Н 
个 根 , ЯНУ) нЗ, БАНЕ БАРЕ 
面 的 根 就 可 以 了 . 

将 3 表 成 复数 形式 

S= re? = іо, 
ADRECES = а t io = Cert? — pe, ÈD w = roost, 
v= rsinb; r = Ch, Ü = s. 由 2 + = rk M r — P= 
= Ce” — т, 所 以 
v= (се — зам, 


X 0-2, МИ = zcot Ü = rcov, 
= 


#E1 Ж 
т< < 2r, Зи, .., 
2p + 1)x < ç < 2(p + Lr 

内 , © 与 sins КЕБЕК, ЖИЛ v= rsin, ЙТ с 0, 这 
岂 就 发 明了 方程 51.2) 在 这 些 带 形 区 域内 是 汕 有 根 的 。 但 是 在 带 
形 区 域 

0<0< т, 250 < 3л. 2px= < o < (2p tije 
ARCS ВЕБ НИ (1.4) 39328 ЕЛАК — PCO E: REH № 
В, ЕЕ, © 与 sinv 永远 同 号 . 

Моң 0 < C < ¿+ hr, {Е р=0 ИЕ 0 < о < x 


A, Вн = голо = 2 012 д, 
sin е 


#0) = їшөсиө = 1, ulr) = lim особи = — 60, 
Са 9+1 
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н (0) = сого — vesty < 0, 
所 以 
xz 一 veotz<1 (24 O< >< x). 
而 另 一 方面 由 v 二 + (Се 一 бИ? kn, BES ЗВ 


сем — йа, BC > (BUSA (0< < x). НА 
АЯ мет" Joi E: z КЖ, ЕВА ОН < = 


= =, ИН, Шан c > Z, RER C > ест BD. sf 
< 


是 根据 条 性 假定 中 不 可 能 , 亦 部 C < e 从 而 我 何 就 证 明了 在 对 
ELT p = 0 的 蔡 形 区 域 0 < " < z 内 方程 (1.2) EERI, 
ня Ян). 

当 C <0 时 ,我 们 有 7 = 一 Ce*, 0 = ç + x, 这 是 因为 


S= pei? = pe tD = Cet = Cete", 
ШЕЕ 5; РАЖ ERE 
RVI, Зоя, (2р+1)т<е<С2(р-+-1)л 


АЖ, 与 sin (z + v) ЖОШ, ИД, ADRA M Tii 
ЖК ЖР 85 Ei 48 (1.580245 РНС ) 的 交点 上 的 根 ， 以 下 验证 
引 理 中 第 OVAR. ВЕНОК Ра (1.2) 有 实 根 : 因此 
"一 0， 此 时 方程 5 — u + = Се" ШЕН и = Се". ВИЧЕ 
ДИ Klu) = Ce — и, 

首先 我 们 讨论 оС ет НИ, ИЯ KU) 一 Се—1<0, 
KU) = C > 0, К(оо) > 0, 故 在 之 0 的 实 辆 至少 有 两 个 根 ( 往 
Ж, 此 时 在 „< 0 时 方程 无 根 )， 如 果 要 求 达 程 有 重 根 ， 就 应 有 
KG) = 0, Ки) = 0, 9 Себ — и = D ty Се — 1 — 0, ЖА 
之 得 и = 1， 这 就 是 方程 的 备 根 .将 = 1 代 信 方程 得 Се = 1, 
ВС <= =, ЕВ и 一 工时 ,与 应 满足 的 条 件 . 

下 面 我 们 讨论 c < o 时 方程 有 实 根 的 请 形 ， 由 K(w) 一 Ce" 
— z, Ки) = Се —1<0, 所 以 下 (x) Sñ = 的 上 升 而 单调 减 


«TO. 


zb, K(0) = C < p, KCS) > D, УВА КА ЭНИ. 
Fu ВААР ЕСТЕ = > 0 НОЖ), Жой ЛЕЯ 1ВТ ЗШЕ О 
引 理 中 的 第 ТУ 点 精 论 。 BEIE ЭТИИТИН ЕЕН 
的 精 论 , 以 下 用 图 解 来 说 明 方 程 (1.2) 的 根 的 分 布 博 形 . 


由 曲 颖 (1.4) 我 们 得 
de _ а 
du Ce 


БАНЕ = = Се С эс e” 外 是 有 限 的 ,因此 我 售 完 全 可 以 
MEARE ht. 


— АЖ а 一 cot s: 


-} Зо (См зу] 


# S = Сер C>0 НЕ: 
R- REHAR 5 = СЕТ C<0 БИШ. 
由 图 中 我 们 看 出 : 
《D 起 黎 (1,4) 的 天 分 枝 只 在 一 e+! 所 c < 1 中 存在 , 这 是 因 


‚л, 


为 仅 当 C = et С = 一 全 时 方程 (1.2) 方 有 实 根 。 再 注意 引 理 
кайту) 与 (ii? 郎 可. 

Gi) Ш (1.4) 的 全 部 开 分 枝 在 实 珊 交点 的 右边 ,这 是 因为 在 
这 个 分 枝 上 的 方程 (1-.2) 的 全 部 很 都 位 于 这 个 交点 的 右边 . 

СН) НЕ AKES (1.5) 的 每 一 个 分 枝 在 0 < c 
< 内 只 有 一 个 交点 。 美 于 这 一 点 , 我 们 下 为 们 组 的 证 明 一 下 ,内 
为 在 0 < > < x 内 ,不 能 直接 看 出 (1.5) 的 分 枝 与 (1.4) 的 交点 个 
к, 

АН S = z + iz (0 < : < m) HALDE C > 0 
ВР CA FECL AE 

G + = бе*(созё + sin 2), 

ГЕН = z + z = re? KE. S = Ces В 


наб — Certi = Себ ай — + — Ceb — 


及 g = rcosz - z = rsin z, 

所 以 JS) = r = Се" = Се”, 

BGE 3 SHR 5 = a+ ¿o 的 形式 , 当 5 是 方程 8 = Се" МИАН, 
ВНЖ z = v cot о, ЗАЕВ КАН „НИЛ т = с сосе, 
所 以 由 关系 式 : = rsin z BBB] S Hi 


# = рів = Ce“ sin z = Ce" sing, 
pid: 
г == l Í. B |. 
C sin ё 

合 

G) = rotha f |, 

“ Cainz 
м 


во = sin e= г шм < 0, 
Вац :在 区 天 0 < z< z 内 递 卉 时 、 画 数 в) ИЗИМ, Т 
有 的 有 穷 正 数 C 而 言 , 当 (=) < 0, ao 一 1 十 mC>0 时 :就 
可 保证 在 带 形 区 域 0 < e < л 内 方程 (1.2) 怡 有 一 概 ， 要 达到 此 目 
的 , 我 伟 只 要 假设 С > е1, НН Се HRA 1 + In C<c0, 
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可 是 plr) < 0, 因此 在 这 情况 下 , 画 数 pO) {Е 0 < ; < x 内 没有 
根 ， 同 样 , 当 C > ce“ 时 ,对 于 下 生平 面 的 带 形 区 域 一 x < z < 0, 
ВАК аг) 亦 有 一 个 零点 。 总 辐 上 述 讨 乔 , 我 们 部 得 下 述 精 葵 , 序 在 
0 << л Р, (1.5) 的 分 枝 与 曲 贸 (1.4) 或 者 有 一 个 交点 或 洪 没 有 
交点 都 是 按 |С| Ze mE, 

同 理 , 在 一 x < : < 0 内 (1.5) 的 分 枝 与 曲 粳 (1.4) 或 者 有 一 个 
交点 或 者 没有 交点 都 是 按 |C| = е ПЕ. 

引 理 2， 方程 3 = Се’ 的 所 有 棋 位 于 直线 R(S)= K 的 右边 ， 
当 且 仅 当 K<1 
及 Кек < С < 6000 + к", 
ZERO < ç < x йо Е, о = (К) 是 pcotz — К МЕ 
ж. 

在 证明 引 理 之 前 , 首先 注意 方程 (1.27? 的 根 不 能 全 部 位 于 直线 
R(S) = K(K > 1) 的 右边 ,其 原因 如 下 : 

1) 当 C < 0 时 ,方程 (1.2) 有 一 实 根 < 0， 这 我 们 只 要 注意 
ВАХ gC) = S 一 Ces 的 性 厦 , BD 8(0) 一 一 C>0 与 g( 一 00)<0 
вр т. 

2) 当 0 < сей, (2—5 & (Н. 0<4<1), 
这 只 要 注意 画 数 K (x) = Ce 一 x RAE KO) = C > 0, К(1) 
=Ce—1<0, 

3) 当 C > 所 时 ， 方 穆 (1.2) 有 一 复 根 在 带 形 区 域 0< "< 内 
的 曲线 (1.5) 的 分 枝 上 , 其 中 < 1( 由 引 理 1 КЕНИЯ, 

对 应 于 最 大 的 C 值 , 方程 (1.2) 在 一 x < z < л 内 位 于 直线 
RCS) 一 KK 有 边 所 能 取 到 的 那些 器 点 . 

Tupak ne p ИУ TEE R) =K EARS K tio, MWA 
vcv =K Ж о = (С??К — К, FA 

2 — C — К?, + K2 = сек, 
因而 C—e y+ к, (1.7) 

如 果 C 值 比 (1.7) 的 C 什 还 要 小 , 则 方程 (1.2) 的 零点 就 位 于 下 

# R(S) = K 的 右边 。 


+ 23. 


如 果 C < 0 时 总 可 将 C ВЕНЕ И АЗ С, 
BEA R(S)= K 的 右边 (因为 所 有 其 它 的 根 都 位 于 此 根 的 右边 )、 
RUS — Се’ 0 БЕ, ПЕ. ИНЕ K—Ce < 0, RAK < G, 
因此 要 使 6 ЖЕЗ RCS) = K 的 有 边 ;必须 С> Кет“, C = 0 BF, 
方程 有 一 根 在 原点 。 最 后 还 要 就 明 o(K) #E ç соко = К ИЕ 


О0о сав), MERNE (ооло) = Ter 一 “< 


sinw 
0 (204 0<о<л), XR ple)=v соо, 4 о ДОК = ВЕ: 
单调 减少 的 , В ф(0)=1, ф(л) = —оо, ВНЕ 0 <»<х 内 $(и) 
=K ЛЕ, ВИН 2 全 部 证 完 , 
从 引 理 2 可 推出 下 列 的 赫 斯 定理 . 
定理 1。 方程 r(5) = Ser — aeS — b = 0 的 零点 位 于 直线 
R(S) = 0 的 左边 , 当 且 仅 当 a < 1 2: 
a< —b < (m + а), 
К v EE ç cot ç = a ÉE 0 < о, 
Ш. 只 要 把 6 写成 5 一 — Ce", 再 作 变 换 
5=а— 5, 
代入 方程 (1.1) 朗 得 
SeS — деб + Саб = ренә + Себ = D, 
所 以 
$, = Ce, (1.8) 
由 引 理 2 知 ,要 使 (1.8) 的 全 部 根 位 于 直线 Ве(5,) = a 的 右边 , 当 
ЖШ ai Rae С < еа + рум, 汪 朗 要 使 方程 (1.1) 
的 所 有 根 位 于 丛生 Re(S)=0 的 左边 , 当 且 仪 当 a < 工 及 ve < С 
< (2 + Ф), 因此 ,一 方面 由 ae < C 就 可 推 得 < < Се" 
>u <b, AHN Ces < ( + аг) Вр < (2 + рум, 
кав 
a < —b h + у, 
TEE, 
象 引 理 2 的 推荐 一 样 ,我 们 有 下 列 显 然 的 论断 ， 
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引 理 3， 方程 $ = Соб ВИТА RCS) = КЕ, 而 
MAHE ЖУК F CIS 4k гар, ац R (ац 
K=<1 E. c = Ke, 
BES = Себ 的 两 个 极 位 于 查 线 R(S) = K E, MAARE 
的 根 位 于 此 让 和 线 的 右边 , 尖 且 仅 当 
K=<1 R C= + к, 
从 引 理 2 与 引 理 3 我 们 可 以 推 得 定理 工 的 一 个 特殊 情形 , 邹 
赫 斯 的 第 一 个 定理 。 
Ж=2 в 
r(S) 一 Ses 一 ac 一 0 一 0 (1.1) 
BIRETE R(S) = К НЕ, НАХ 
а—К<1 E (a — К) < —b < els + (а — КУ, 
RE v 是 方程 scots = a — КО < ç < т) 的 唯一 的 根 . 
D жа (113) 有 一 个 根 位 于 直线 R(S) = КЬ, ТРАЕ 
НОЕ TF ААВ НЕОН , 3 ВАХ ац 
a— K<1 E. 6 = (a — K)e*, 
2) 方程 (1.1) 有 二 个 根 位 于 直线 R(S)= K L, 而 所 有 其 它 
的 根 都 位 于 此 直线 的 左边 , 当 且 仅 当 
a— K=<1 = + (a KYI 
WE. 作 变 换 合 5 = — Се", S = a 一 54, 则 (1.1) 就 变 成 
$, = Сей, (1.8) 
方程 (1.8) 的 所 有 根 都 位 于 直线 Re(51) = а 的 右边 , 当 且 仅 当 
а<1 Ж а< 6 (2 + 2), 其 中 v 是 veotv = a #E 0 < v 
<= рое — ‚ЭКЕП 27У ЖС 1.1 НОР AR NE F EE Re(S)= K 
的 左边 , 当 且 仅 当 方程 (1.8) 的 所 有 根 都 位 于 直线 Re(S) 一 “一 天 
的 右边 , 共 充 要 条 件 是 


а—К<1 
ж ` 
(а — Кю ское + (a — ку], 
кВ 


>75% 


(a| — КК < Сее << ел (а — Км, 
PERSAS 3. EHHH) 2) НИЯ, 


$2. 矿 性 系 装 的 等 价 性 定理 09 


定理 1. #58 
(D) = анг) + bule — т), (2.1) 
ЖКК а 与 5 满足 条 件 


а+5<0, (22) 
虽 必 存在 一 正 数 A = А(а, 2) > 0, EH r RERO < r < A 
时 ,(2.1) 之 显 易 解 为 放 近 稳定 ， 
ЕВЕ, НУ 
и’) = (а + Ви (2.3) 
МЫ РЕ Е, ЗЕЕ отл 的 条 件 下 , 7044021) 
的 显 易 解 浙 近 稳定 。 


E. ИА = Ala, b) 一 >o, Е: 
ТЕЗУ Ка 
TREA < r < A, 双 取 常数 
кк, 
TERPEN, SEOD TEHE 
ве + Б 5е = 0 (24) 
的 所 有 根 5, 均 满足 条 件 
Ве) < —K = < <0. (25) 
RPIRERKZS) йрт > 0, Wa = rs, ЯК 
(тађе + (тёу— ze = 0, (2.4)' 
TSHA 
Rele) < —тк = GED <0, (2.5) 


Ef z, = rS, 为 方程 (2.4) 的 根 . 
申 是 化 为 机 证 明 〈2.5 了 ， 这 可 利用 冰 斯 名 定 理 2 来 验证 之 . 
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ЗАЛЕ 2 УЗНИК: 

“SEL Ses 一 ae 一 по = 0 6598346 Re (S) = К 的 左 方 的 充 
BAHE а—К<1 及 (а Ке < 一 aa Се (аг КУР”, 
Ш о ERE O < ç < x В > cot 9 = д — K ИЯ” 

REJOD EECA ARETHA NTE 

G) ra 一 шә <t, 


каз 
Gi) (= s ет «< 


ею 


ВПГ. 
G) 之 验 鞭 如 下 : 
И + delt tal] <=3 gL 
2 2 82 


HAREGO. ЯК EEE 


eci мох, 


而 
a< 1090 < Аба L D) a 
2 2 
= жю «тол, 
16 (=. + iż) 16 2 
则 有 
Ке 
(= zett £ < {г EA -~ 
2 2 7 
一 一 三 pet D < е6, 


ERATI REGA ЮАР, ARAS 


E ay (a A >i да 1, 
2 2 2 
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KAARE +” > —r BY, 
注意 到 广 是 在 0 < ç < 之 < 中 方程 
р = (= т К+ юу тар 
之 唯一 的 根 ， 以 下 分 两 种 情形 验证 + > —b. 
当 та D о, n >Z, 故 


=|2] 


=r < [АН = 
8al + 6) 


= “<< 5 
За 4 2° 
щ та +, ЕИ: 


(ra – 5+) an Ж та 1660) < 
2 4 2 


<a fial + Bl] 53 =, 
2 82 4 


WEOL oa aH, HR 


„= (ra — Keta) tany 


之 要 >. нер 


-asja а^ = ln c 
24 2 
HORGDRIE E, МИ(2.5У (2.5 AFE 
在 42.5) 或 2.5) 的 基础 上 利用 伯 尔 曼 的 定理 3 ЖЕЕ ЧӨЛҮ 
理 1， 伯 尔 曼 的 定理 3 MARAT: 
“如 果 方 程 $e 一 es 一 oz = 0 [ИЙЛЕ Ке(5) = — < 0 的 左 
方 ,又 如 果 max (E) Eh, MAAE E 
“< = фо), 0<:<1, 
z. 


方程 
dult + 1) 


d: 
的 解 存在 唯一 ,并 且 当 :一 十 oo BP (z) — 0.” 
现在 只 要 取 新 自 变 数 使 
ЕЕ 


= auli + 1) + жиб) 


及 新 画 数 
olt + 1) = ult), 
则 方程 (2.1) 化 为 
Let D = travle + 1) + rooli). 
È 


这 时 由 (2.5) 可 取 1 一 一 Ltb 0, РН а 定理 知 ， 
оз 1, 如 果 max fol’) | 是 够 小 , 则 stz') ЕМЕ, 


EL oG) > 0 3  — +00. Ц е = retrato, Д (2) 0, 
АЖ max | 站 | 足够 小 。 这 表示 在 条 件 (2.2) 下 , 当 0 < r < A 
= 


Га В, БЕЛ Е ЛЕ Е BJ ДЕЗЕ 1 ВЕНЕ. 


定理 2。 发 方程 (2.1) 的 系数 2 P. b 满足 条 件 
в + Б> 0, (2.2) 
RIJEN r> 0, 方程 (2.1) 之 显 易 解 必 为 不 稳定 . 
BUER, HHF (23) 之 显 易 解 为 不 稳定 , 可 以 推出 方程 
(2.1) 之 显 易 解 不 稳定 对 任何 6 > 0 均 成 立 . 
№. ЛЕВ (24) 在 条 件 (2.2) 下 对 任何 8 > 0 均 有 
正 实 根 5 = 5(8) > 0, 印 可 知 方程 (2.1) 之 显 易 解 不 稳定 . 
(2.4) 可 写成 
S= a + be", (2.4)” 
FR БВВ, a 看 成 定数 , 旭 在 (r ,S) 平面 上 由 于 2 之 不 辣 
而 定义 一 县 烈 的 曲线 . 这 系列 曲线 的 微分 方程 可 如 下 算出 ; (2.4)” 
对 ?微分 之 ,有 
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КУЧЕ Б, HA pe = S 一 a 代入 ,如 得 
as SS-a) 
dr 1+rts—a) 
或 等 价 方程 粗 
25 
dt 
由 方程 的 来 源 知 (2.4)" 满 足 这 个 方程 , (2.4)” 通过 点 
т=0, S= a+ 5, 
BEEG, 5 平面 的 第 一 象限 中 来 研究 (2.4) ИВ a < 0 
Ea > 0 819. 
Жако, 则 在 第 一 象限 (r > 0, 52-0) 中 


=—s(s— a), 2 =1+ rs а), 
t 


45 < о, = > 1, 
de dt 
KOA 之 图 形 如 图 32. 这 里 (2.4)” 之 图 形 不 能 竹 过 5 — 0, 这 
$ 是 因为 5 一 0 是 一 解 ， 而 这 个 方程 
Г” 之 解 都 是 唯一 的 . 
“+Ë ЖОЛУ ЗЕЕНАЧЕ{Н[ r2>0, 有 
сызу" S = 5(т) > 0 жд (2.4)", 这 便 是 
A EREKSI, 

т Ж a > 0, МАЯ p 0， 
ноз? b=0 b< 0, KEZ, b= 0 h, 


《2z.4) 化 为 8 = аго AHEM 20, TERENE, 
Bta 之 0,5 > 0, ВЕ (г, 5) EHET >00, $5 >a > 0 E 
а: 
ET >D, $2> a| > 0з 
= <0, Z >1, 
#& (2.4 之 图 形 如 型 3.3, 这 里 (2.4)" ИСАВ S = a, 这 
是 因为 5 一 “是 一 个 解 ， 而 这 个 方程 的 解 都 是 唯一 的 。 这 个 加 形 
表明 对 任何 = 2> 0 97 
5 = s(r) > a > 0 
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满足 (2.4)”"。 这 便 是 所 要 证 的 . 


1+7 (5—2) =0 


图 3-3 图 3.4 


Иа > 0,5 <O RIRO, OFE Ет > 0,0 < S< a rE 
《2.4)” 之 图 形 , 此 时 微分 方程 之 向 基 妃 如 图 3.4, 在 1 + т($—4) 
=0 上方 有 

>, 48 >o, 

dt d 
502.4) BB SF pt 

1+ (S — a) = 0, 
ZARRARI RIEC)” 之 图 形 如 图 3.4 所 示 . 

由 此 知 ,对 任何 + 之 0 有 
5= 5(т) >a + Ь]>0 

满足 (2.4)”, 这 便 是 所 要 通明 的 . 

党 之 ,我 们 对 rT 之 0 有 5 = S(z) > 0 满足 (2.4》”， 故 定理 2 
ЗЕ. 

Ж. БЕВА Я S(r) 的 存在 ， 而 且 可 看 出 3 如 何 随 f 
而 变化 .也 可 不 计 此 种 变化 , 则 证 明 可 简化 如 下 : 命 

H(S) =S — a — Бет, 
ДИР г >> 0, ЖА H( +оо) = +o, H(0) = —a— b < 0, 由 
此 必 有 5 > 0, EACS) = 0. 定理 2 得 证 . 
定理 3， LEHE 
и (г) = aule) — bult — т), (2.6) 
则 必 存 在 一 正 数 入 一 A(e) > 0, { Щщ 0<т< A, 方程 (9) 之 显 


81 。 


эш, 
名 由 方程 
и) = {а — auk) = 0 
ЖЮ ВЕНИТА. ВЕ, АО < r 
<А, 
实际 上 , 当 a<0, MI А— +o; 4 а>, МАЯ. 


ЗЕ. а= оН У, ATAI 0 а> EN 
=, 
а < 0， 对 任何 z > 0 ИЕ (2.6) 之 显 易 解 为 稳定 ,例如 


取 s > 0， ЯЙ у = — >, 可 证 当 


laD| < (OSEr) 
д | 
[aG < в, 对 :> о. 
ЗЕНА БЕЛЕ, В иб) ЙИШ Ju <= 之 外 ,不 妨 设 坟 
为 K) 达到 в (бен) НЕЮ, 80 абаа) — в, 
ulo — T) < s, ik 
(8) = аи (ау) — аи(ц — T) < as — as = 0, 
eCe) < 0 知 存在 >D, № аба е) > a) = e, fk £ £ 
WEAR 28AN, 这 里 发 生子 盾 , 故 知 l = 对 
z > 0, Ёа < 0 BEREH, 
以 下 证 a > 0 的 情形 ， 
普 先 , 我 们 指出 = = + > 0 时 ，(2,6) 之 显 易 解 为 不 稳定 ,这 
只 要 注意 到 x(z) = ar (а 为 任何 实效) 为 方程 
， Г А 
и = aÒ — aa (1 — 1) Оол) 
RR, ни, 
KARETI A 一 — > o МЕНЕЕ 0<r<A 一 +, 
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方程 (2.6) 之 显 易 解 为 稳定 
KARREN, 在 0 < г< 工 = A 时 ,方程 (2.6) 之 特征 方 


程 
5е'5 — пе + a = 0 (2.8) 
的 根除 一 个 单 根 S = 0 外 ,其 他 之 根 均 满足 不 等 式 
R(S)< —K<0, K>0, (2.9) 


于 是 由 伏 里 德 定理 , 知 (2.6) 的 显 易 解 为 稳定 . 
以 下 验算 (2.8) 的 根 之 分 布 情形 . 
首先 ,(2.8) 的 左 方 展 为 S RRB AE 
0 = 51 + 15 + --.) е «а + 15+.) а 
=S — ат) + 80:65), 
.而 1 一 ат 5 0, 邹 可 见 S = 0 Зари, НИЕ 
2 来 验算 其 他 的 根 均 满足 条 件 
RCS) < 0. 
为 此 ,只 要 研究 (2.8) 的 等 价 方程 ( 置 x == rS) 
пе“ — (тр)е* + (та) = 0, 
其 根除 一 个 单 各 在 w = 0 外 , 其 他 根 在 RG) < 0 的 充 要 条 件 为 
ra 和 1 及 一 (一 rc) = ra, 
后 者 为 攻 等 式 ,而 前 者 由 假定 9 < r < А = ТРЕЕ, KOE 
理 的 条 件 满 足 以 下 只 要 进一步 证 明 存 在 К, E (2.9) МВ 
я. 
я т, fi> 1, 现 取 


кеа |, (4—1) >, 
т L 3 


要 验算 此 天 《(2.9) АЛЕН КБЕ. ВЕРЯ, ВИС.) 
或 其 等 价 方程 

S—atae™ = 0 02.8)‘ 
有 根 So, 满足 条 件 

о> R(S) > — K, (2.10) 
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ЖЕ 5, 的 周围 取 一 长 方形 对 , 由 下 不 等 式 所 界定 : 
18(5) — R(S)| < s < т + R(S)) > 0, 
[ODI = || + ае), 
现 将 (2.8》 Я НРА pS) = S—a 及 xXS) = aem gi, 
ЗЕМ 50 Я НН, o (S) 也 弹 一 长 方形 M (ÉME a 
所 得 者 ) 之 边界 一 周 , 而 PS) 则 在 以 工 为 守 径 ,原点 为 中 心 之 贺 
内 运 劲 ,此 可 由 
1905) | < ае 0-9 < а <L 
Из. WK MR M 之 一 边 为 2 工 ,因此 MM' 不 能 完全 在 以 原点 
Aù г ЎЧ РЧ. MEN pS) СЗ M 最 右 的 
ИЖ, R| px5) 将 在 此 边 的 有 方 ,而 pxC3) 则 在 此 边 的 
在 方 , 郎 知 西数 p (S) + pS) 的 轨迹 不 能 镜 原 点 整 周 , 丈 部 MM 中 
无 (11) 的 根 ， 这 与 5, 的 选取 相 了 矛盾 ， 现 只 有 PS) ИР 
M 的 最 右边 , ЕЕ R(S) = RCS) — а + s, —L < I(S) < L 
БТ ВЕ, АН |ф;(5) |34 5 在 以 上 时 的 最 大 值 为 ce 0-0, 
由 此 知 必 有 不 等 式 
ае 80-90 > |R(S) — a+ el, 
此 不 等 式 对 в 的 选取 无 关 ， 命 。 一 0 即 得 不 等 式 
aet RED >> |R(S.) — a| = а — (5). (2.11) 


另 一 方面 , 当 0 < z < min ра 一 D]. 可 证 


«ка 


“< 1 + Az, 
这 是 因为 
2 
КЕСЕНЕГЕ +) 
2! 3 3.4 
«(ная (у )- 
21 3 


. 4. 


1 


‚Оо, 、 
<1 二 xf 十 二 )- 
| 21-1 
3/ 
<1+x( + (4—1) (из #421) 
=1 + =, 
Як) < rK = min [ta 一 D|. a 
пе" 90 < ¿[1 + АТС КС) = 
=a | + Ler] = 


= a — R(S). (2.12) 
不 等 式 (2.11 ) 与 (2.12) ҢАН, RRE.) 5, 不 存在 ,部 (2.9) 
成 立 ， ЖЗ 3 EE, 


$ 3. ЭЁ РЕЖЕ НОЕ EEE 


定理 和， 已 给 方程 
uhe) — ааг) bult — T) + Fa, 
F,— У) Sule ту, (2.13) 
а 
ЖЭШ а, 5 及 函数 Fi 满足 条 件 
G) a+ b<D; (2.2) 


Gi) 存在 一 数 s > 0, 使 当 |*| < е, hyl ев 
D, вины < +, 


КУЕ 
此 地 0 <<, АЕ А >з, 0 < z < A, 方程 
(2.132 E B Runaka , Вн Ë 


р == (а + PD + У ео (2.14) 
94121 


的 显 易 解 矢 浙 近 稳定 可 以 淮 出 五 程 《2.13》 Ший РВ 
(а+ 22 0), 


+ а 


W. 由 定理 1 之 证 吗 有 入 = Ala, b) > 0, ощ о<т<л 
时 方程 式 (2.4) 之 根 S, {ИЛЕ ЖЕЗ (2.5), EARE 
z= rT 及 ul) = (Т), 
出 方程 (2.13) 可 化 为 方程 


amn =raolT) + rho(T—1) + тЕКе(Т), 00715), 


其 示 性 方程 (2.4) 的 根 满 足 不 等 式 (2.5)。 因此 用 估 尔 受 之 定理 3 
ВО (Т) — 0, 从 而 vi 一 0 当 * 一 十 <， 定理 + 证 毕 . 

定理 5， 将 定理 4 中 方程 (2.13) 的 条 件 (2.2) 换 为 (2.2》, 则 对 
任何 = > 0, 方程 (2.13) 的 显 易 解 不 稳定 , 邹 由 方程 式 《2.14) 的 显 
易 解 不 稳定 , 可 以 推出 方程 (2.13) 的 显 易 解 不 稳定 ,对 任何 7 > 0 
(a + 220), 

Шш. H(22) a + b >D, AG) TAR e > D 如 此 小 ,使 当 
[x] < в, [| < 6, 则 有 

гаа П EEE Cel + 150, 


HERRER, ЖОЛАН СНТ АТА, НАВ аА з 一 十 oo 时 
ВН |) < s. 

РАВ 5 < 0 及 5 之 0 BS JE ЗЕЯЕНЯ, 

8 2 < 0, ДИЕ 


0 аби Eu а (215) 
的 条 件 下 有 
200. > aki) мет) — Š + 2 (бои) =) 
> вы) + биб) — Z. + “(шә 十 оо 007% ) 
= = CON 
现在 研究 一 比较 方程 
а) — ( 
К (2.16) 
此 方程 有 解 
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248, 


D= Се? , c>n. 
现在 在 0 < ; < r Е и) == ЕСО), WAHA 
Жир ВЕНЕ: и (О ЁШ |а] =< в 25k, 
BREE, RANE 22 0, BA ‘ик < в, HEH 


> -- [e-e > o (zre; а— 4> 8). Sk tp uE 
mO) ЗЕ, HE aO EO < z < z РАН, ПОВ. 
str+0)>(e 一 二 + 2) аб) + ( a+ +) ш(0) = 
себе» 


>cfe 一 “5 一 at) >o, 


ik aO #E г > r ZARE A P DR E TES, 

如 果 иг) 当 £ REAMEES, WEDE: >т 
ZEON ЖОН г ВВ А00) = 0, RoR r СИЧ 
и) = 0 HPE , АННЕ uto) > alta — T) > 0, k 


оиа) > ( -t ӘК? + (> 一 t 2) mlar) > 


—ry)> 0, 


Ворон, 因此 m E е 220 AARAM, АКЕ 
(2.15)з{ (0) ЛЕ ВО, ОХЕ aC) ATER 

dal) > акр, г >т. 

dt 
BEED aC > Ce T, цур 0 (C > 0); TN  — оо, В 
RR иг) — +оо, Ë) ч) 有 大 于 。 є ,之 时 ， 另 一 方面 , 当 * 0 ВЕ 
时 ,C > 0 可 取得 很 小 使 得 Ce яр “小 于 任何 入 和 给 之 正 数 , 郎 初始 
абл BE со, 《2.13) 之 显 易 解 不 稳定 . 
TRE b > 0 的 情形 ， 必 可 取得 = > 2 且 使 得 
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固定 =, 然后 取 sj НИНЕ || < а, |y| < 有 


в, hD aH de + р, 


则 在 条 件 
0900), чет) s, (2.37) 
下 有 有 不等式 
400) > z + Б а + Š =: 
= > (.- E28) d+ (ь- at 5, G — 7). 
这 时 帮 辅 助 方程 
ED fan sti) Ea) (ь-=+ о, (2.18) 
dt ` в ` 
ащ 


-于 全 + 一人 Gt) > 


故 由 定理 2 知 方程 (2.18) 有 特 解 
El) = Ce”, C >n, S> 0, 
更 取 初 始 图 数 G) = (0) = Се” 在 оч: 中。 BHEE 
《2.13) 之 解 u2), MITRE 
mirt) >Er) > 0, 
朗 在 + > т РЕНИ ВН и) > #0) > 0. MERER RER 
ВИНЕ > т aG) > ёт), 如 不 然 , ДД n Нет Ар 
BH. JE wz) 一 (07, РЖ 
la) = EG), аба r) 2 6, — т). 
从而 


Се) > Ë —_ + B) ala) + С 一 十 


> (a-t) мы + ( 


НЕТ <: < и ЧН «КО < #0, БИШ, ЖЕ: 之 了 的 第 
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A ala —т) > 


— r) = le), 


一 个 使 w(t) = ОНИ ДВОЕ. КУРЕ: > r 有 (> 
EG) > 0, TEG) — co щи» + оо, Жи) > + оо, Ши 
将 有 大 于 в 之 时 ,而 初始 画 数 可 取 C > 0 如 此 小 ,使 Cex 小 于 任 
访 已 输 之 正 数 。 玖 方程 (16) 之 显 易 解 在 5 > 0 时 起 不 稳定 ， 定 理 
5 REHE, 

ЖЕ LAHE 

“(гу = sult) — aule — т) + Fs, (2.19) 
虽 对 任何 的 a 及 任何 的 r, 几 可 找到 F; 使 得 方程 (22) 的 显 易 解 为 
TRE, 

ВЕ. Ш a 220 BF, Pani в, = [sC], BERAE 
и) = pa), 0<е<т, RE Фон, AAR 
ФО) = ара > 0 ВЕТ. FE 

(z+) = aalr) + lalt) P > 0. 
ЧН Се) 2 г Нм ¿(fE Ет 2 — ИН > 
0. КБЕ: 对 所 有 2r 均 有 wt?) > 0， 否 其 至少 有 n 使 
(г) = 0. ест ТАН (е) — 0, R la) > 
иб — r) >20, 9—58 

O = (a) = ан) вии т) + [a > (ив) > 0; 
ЯНА ЁК Ke) 单调 增加 ， 册 此 知 

HD > F, 1900р, 

故 立 印 得 到 иб) — 十 oo H е — +, PE (2.29) Z W Е 
Ж, 

现在 研究 4 < 0 之 情形 . 

ДЕР, = 一 of — т), ФЕН 

фа) =>, О: то), 
ЯШЕ (т) = —ш > 0， 故 开始 时 иб) Я, ED 
и) >71 8⁄4 r< < r+ T, 

АНА Е ХЕ > т HE dO >y АЖ a > r 使 
иб) = 7, W а М ЗСТ, И иба — т) =). ВОН 

#'(л) = вии) аи т) ант) 2 —am > 0, 


РЕТ 


TEN s 很 十 时 将 有 
«б в) <) =з. 

n FE: ul) тЫ, 3ЕЛГЭРЕ ШЕН T г> r 
时 有 ий) > n. 

ОЕ + RAN ДЕЕ ДИНДЕ ӘЛ, 

Ж ЖЕНЕТ „ЛЕЛЕ > r, 使 当 r> n h (г) ВИ. 
BETRE, i n FERNE OERA, LA аг) > mék Emule) 
存在 并且 大 于 或 等 于 3. Bik, HAKEA | анг) вы (т) | 


<=, AAE, аш (2 一 r) > ар, KA г 相当 大 时 有 


“(д> Сей > 0, ыо E +> „йрй RRT 


盾 ， 于 是 当 £ RN wz) ЖЕНИ, ФРИШ, 不 存在 
t > r, EH z > МР, о 有 界 但 是 益 调 增加 。 因 红果 НЯ 
BRAH, В 

0] 一 至 < 一 co， 
故 当 * 相当 大 ,可 大 

— aG т — aU 
lanle) ( < 2 

及 


s> 9 
абе — z) > m U. 
于 是 当 £ 相当 大 时 有 | 
ид > —а (2и) + #=> == >в, 

б Ema) 一 +00, ЖБИ УВЕ. 

现在 只 有 了 丙种 情形 ， 妇 (е) аң * м ЕЕ 
30. MATARAM, ИФ. ЗН ЕНЕВ Ера 
REA imul) = +o, ВВЕДЕН, 

ЗГЕ, ЕВ ЭЦ “> = 有 и) > 9, ЗЫ y ЖЖ OE > r = 
相对 极 小 值 折 到 之 时 癌 , 则 由 
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0 = u(t) = анк) — aule, — т) — агба — т) 
H ule) = иба — т) + PG — т) 22 n + P, 这 便 表 明了 , 由 第 
“НХР ИМЕ и) 超 , 当 * > и > т, ЯН и 7> 9 + m. 
ЗЕЯ z > 姻 十 Y， 则 所 有 的 相对 被 小 值 为 
0 = u(t) = auli) — auli; — r) — 


— aluli — т)), 


ш(и) = ul — т) + GG Т) > (р + т) + 
+ © + = б-ка + 3 +r). 
任 取 其 中 一 点 为 上 B]34 >л Ж 
uD > 9+ РА + n + 7). 
AH, ЖЫК £ > 据 十 中 之 以 9 之 相对 极 小 值 , 则 得 当 * > 5, 
uD > (g + Ра + + P) + (+ 7) а + 9 + Г. 
HERREN, E 
5, == > 0, 5 =S + S, S =S + S, 
Ss = бы + 58-1, 
必 有 lim5s = 十 co ВРАГ. 事实 上 可 证 
5,284 + 1)", 
ЗРНА ЧЫ. 6 "一 0 时 这 是 成 立 的 。 БЫ aO 有 5, > 
101 +1)", AY 
S, 2 (Е + 9)" + [27а + 1)" > 2(1 + 1 + 9] = 
== а + зр)" 
2054 п > оо, р> 0 5, > оо, ER 6 ЕЕЕ, 


$4. 0380915458 


方程 
(2) = aut) + bali — r) + Faule), ult — т)) 


与 方程 
и = (а + Био + вы, (2) 


在 稳定 性 方面 的 等 价 性 可 述 之 如 下 ， 
Š + b > 0, ЖЕ т > 0, 两 方程 的 显 易 解 均 为 不 稳定 ， 
„я. 


乞 两 者 的 不 稳定 性 是 等 价 的 ; 

Sa + b < 0, ME A = Ala, b) > ОЕ, 0<т<А, 
两 方程 之 显 易 解 均 为 稳定 , 朗 在 0 < r < A 时 ,两 者 的 稳定 性 是 
等 价 的 ; 

当 a 十 5 一 0 时 , ДНА = Ala, 5) > ОЕ, 00 < T 
<А, Х F, = 0, 则 两 方程 之 显 易 解 均 为 稳定 , 朗 在 0 < x < A, 
Е, 0, 两 者 的 稳定 性 是 等 价 的 ;又 可 取 F, 使 得 对 任何 + > 0, 两 
方程 之 显 易 解 均 为 不 稳定 。 
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ЖИ ВРНС (НИЕ) 


SL НЕВЕ 
РЕНИ 
a = x (as + Bed) @=1,2, т (1.1) 
与 微分 差分 方程 祖 
OD аад + ане) 


ПЯ! 


. ¿=1,2,-*: я (12) 
З ЕВЕ НЕНИ ЧАТЕ „ЕЛЕ z,,, Б ADAE, то ORA 
JE ЗС ОЧЕ ВОЗ В, 
方程 租 (I.1) 及 (1.2) 的 特征 方程 分 别 为 
ОО) = |25 +в, В| = 0 (1.3) 
А 
Ба; r) = la; + bie i — би] = 0, (1.4) 


而 方程 得 (1.2) 还 可 写成 另 一 形式 : 
КОШУНУ + 


z: = 


+ лее) -н = 
= 


= > Can + Бра + ф G2 


G = 1,2, 575, n), алу 
34 т) 等 相当 小 时 , р (2) АГ РЕНИ. 
ЭН. z (1.3) 的 所 有 根 的 实名 为 证 ， 刀 存在 两 个 正 数 
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А = Alap, ду) 22 0 Ж є = elan, b) > 0, EH 0 < r; < A 
(= 1, 2, яп) 时 , 旭 (1.4) 的 所有 根 2 为 满足 关系 

Re) < —в. 

й. (l3)FE26 » ЛЯ ЕЕ Е L.L < 0, 


АЖ в 一 一 š, 并 进一步 来 决定 入 妇 下 . 


Ся А Z 5 AEAN: 
A+ 二 A, = 0, (14)' 
其 系数 A H её А ац. bi LEAR, 
在 条 件 
Вед) 20, т;20 (15) 
к, [e a| < 1, ЕСТ, A, ао An 有 界 , 以 
Кут: 
к= ‚ек 141] 24 Ве) 20 
及 
ra 0. 
К z = max(1, (z + 1)K,) > 0, 
ШЕ] Вед) > xo, в) 


由 li н ++ Aal 22 


> pap [i4 p, = 


ГАР 
Да | s. 
图 +1 = р сш]??? 
а АУ, ЗДН, ЕАР 
Re(2) > —e, L>ry >D (17) 


јето < =, БЕС Т, A, Ay, с. Aa В, K; 
EE: 
K,= ma 'A; 当 Rell) > -— В r, 2 0, 


Верни 
ya = шах (1, (z + 1)K,) > 0, 
RA) Se, а) S ya а,в) 
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s 


a аз... > jale h —— 5 
А" A + А„| > |3| Ë G DK, 
„ак 
> j» Ë G + DE, ral >59, 
ЗУ, 
现 革 要 研究 
5: — < Rel) «©з, Па) < yo (1.9) 


КЕНИЯ Erh 
DQ, t) = DU) + RQ, т), 
КО, 0) 三 0, ЖНА, 
由 假定 知 D(X) = 0 之 授 蜀 在 Re(1) < 一 28。 故 在 3 中 及 边 上 
DA) ед, 
а m = ша (РСА) :>0, 
lesht 
ДУ RCA, т) ЯГА т ЗЕ, ЛТ А > 0, A ИК ORR 
д<1) 
от, < А, (1.10) 
有 
max |В(А,7)| < m, 
КҮ 
因此 对 5 边界 .上 满足 C1.10) 之 ту, ЛЕК Rouche) 定理 知道 
БЦ, z) 二 0 在 5 下 之 根 之 个 数 与 Dt2) 一 0 在 3 中 之 根 之 个 数 
相同 ， 而 ОСА) 一 0 在 3 中 无 根 , 故 DIM:r) = ОНИ, 
合并 (1.6),(1.8) 及 (1.9) 朗 得 引 理 1， 由 引 理 1 AARRE 
HB EI BJ Ыр 
ZEL ЗУН) АР ЛАА H, NEER 
А = Alaj, bi) >в, 
使 当 rz (1) 为 常数 ,并 且 D < ry < A р, DACARA ВНЕ 
ЖЕ, 
ЖЕ ННП JEF Ese, 划 存 在 一 正教 
А = Абд, Б) > 0, [EH ral) 满足 
OT) < A, GAA12 
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ту) Я z ИЕН НН, 
证 ， 由 假定 方程 得 (1.0) 是 浙 近 稳定 的 , ИНЕТЕ 
БК (эл, +, ы) = УУ] сыя, 使 得 对 方程 组 (L1)， 


Кеп 
aV _ чу бра _ < 9х 
а У аан - N E(X) Cau t bae) = 
БЕЛЕЕ) (1.12) 
是 负 定 的 . 
现 对 方 释 粗 (1.2) 素 作画 数 了 关于 г 的 全 导数 ,由 《1.12) 得 


W L тб ы... ) + E E, (113) 


ш f Ôr; а їл Ôx; 
现 考虑 最 后 一 项 : 
ðv 
A aa T 
= 5 [31 len + еда OD 090—900) 
баж] Хар е / 
=E (5 ож одао) (Ta) аё) — 
КЕГЕ! Аа z 
=; ее + дно) (ви х 
а а 1х1 


х> (але) + basi(8, — ФЗ), 
= 
这 里 
2—70) <, S< r. 2 — 2r (z) < Фут) «а (114) 


A 
Bas о = $ [X dent eD] x 


x [Sis E Uan + ыы |, (лз) 
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B| (за, - `, z+) ЕЖА РН i >= 0), 
由 于 PCen, z ЛЕД, И’ (ть, > 6) ЕВЕ, 
存在 一 正 数 
m= mie бл. бз, я] > 0, 


ЗЕ 
W < тр. (1.16) 


Нл, 05, xr) 是 正定 的 二 次 型 , 故 丰 在 一 下 数 


m= max |D | > 0, 
У 


如 时 p: О 0, ШЕ» НТБ (ТЕШӘ m 一 0 时， 
RANTEB, BAHEN U == 0,98) ХС w= о, жиляй 
分 项 了 )， 


ро: 
US mr Ga, e, a), (1.17) 
取 
a= >o, (1.18) 
Ату 


如 果 有 04 < т, () <А, ВЕЕ — дА < / < £ H 
Ри) z (O) ИСА), 555, а, СЕ), (119) 
ДИЕ г = &, 由 (1.13) 一 (1.19) 
ат! 
¿ | 
< лу), ---, 000) + AU < 
Lm GLE), 05, EDTA mV (rls), x (0) 
< —mWU(a(8),:-, С) КА 2а (27,56, 5„(ё)) 


=- Ра), "э, =). 


= 0808), «К + У) Ey < 
. £ x; 


АНТИ: 如 果 在 ë — 2А < 有 关系 式 (1.19), ШИЕ 
= @ Н 
А -my 
р е & ЛИ (1.20) 
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和 不等式 (1.20 уйн ИЕА 5 ESE HE, 
对 任何 > 0, 只 要 在 一 ?入 所 ОНА Ф, 3) ,…， 
$» (2) WETER РСФ, G) 9 人 < e, BPB E EA 220 


均 有 
Саб) ‚=, (№) «ев, (1.21) 


这 可 有 反 证 之 ,如果 (1.21) ЖЗИ, НЦ (уу. с. z (22 可 四 出 
Ра) с к) = s Ж, ЖИЕ ЗР ЖИЕ =€, 
Арц: < Е 时 就 有 

Иа) 567, я) < s < 28 = 28((6),: (У), 


则 由 [1.20) 知 在 一 上 "| < m; <o, ЖМЕМ 
й u= 2 


少 ,因此 (о Ооо СОВ ЗЕ У 一。 之 外 ,由 此 导出 了 矛盾. 
《1.21) 雪 示 了 稳定 性 ,但 我 们 还 要 进一步 匡 明 源 近 稳定 性 , 
不 等 式 (1.19) 及 K1.20) 还 可 得 出 另 一 精 话 : 当 0, 
Уи, DI EL тах Ра (а), 5, жи), 

2 nsn 


(1.22) 
因此 


йш GG), (0) 


«АН max Vieu), (0) = 
2 和 十 村 一 


УС, a0), 
但 已 知 在 一 全 <: 0 В, АУСФ, (0), +++, PaO) < e, Ri 
(121)җх. к 
Em РС 0) - 11.) = L< +, s< r<, 
L = 0 Bm VEC) at з CD) = 0, 
lm GiG) 十 + ,G)2 =, 
定理 2 证 些 . 


定理 1 及 2 均 为 I1] 中 定理 1 的 推广 ,但 用 了 殉 种 另外 的 方法 
ЖЕ ТВЕН: МНЕ, 
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$2. ВУЧЕ 


582. 发 (1.3) 至 少 有 一 个 根 具 有 正 实 部 , 则 存在 一 正 数 
А = Alai, б) > 0, 
使 当 
Sra (,7=1,2, ta), 
其 (1.4) 至 少 有 一 个 根 具有 正 实 部 . 
Ш. 主要 是 用 人 备 赂 定理 ， 任 取 (1.3) 的 一 个 具有 正 实 部 之 根 
А: 
Вед) = 7 > 0, 
ИА», L 为 后 径 作 一 个 图 Г, т 为 正 整数 ,mw 取 如 此 大 ,使 在 T 
边 上 (1.4) 不 存在 雳 点 。 现 取信 如 此 小 ,和合 当 
OETA G,j=1,2, on), 
max |R(1; т;)| < min |D(2) 1, 
егы дег 
i (1.4) ЛЕГУ СБУ (1.3) 在 工 中 的 根 的 个 数 相同 ,因此 
(1.4) 在 TT 内 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 根 、 引 理 2 ВЕ, 
由 引 理 2 立即 得 到 
定理 3， 如 果 (1.3) 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 根 ,(1.1) 的 需 解 是 
不 检定 的 , 异 必 存在 一 个 正 数 
А = Alaj, Б) > 0, 
使 当 
STLA G,ji=1,2,- n), 
旧 (1.2) 的 堵 解 是 不 稳定 的 . 
定理 4， 在 定理 3 中 , 若 省 去 上 (为 常数 的 假定 , 而 定理 仍 
成 立 , 只 要 0 < r; (z) < А ВП, 
让 .现在 设 〈《1.3 ) 至 少 有 一 个 具有 正 实 部 的 根 , 分 别 两 种 情 
EHEZ: 
《里 ) 一 种 情形 是 所 有 特征 根 的 实 部 均 相 等 ， 
〈 乙 ) 一 种 情形 是 至 少 有 两 个 特征 根 其 实 部 不 相等 . 
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К ЛЕНЕ 
Сш) АЗ А > 0 ева гузу зх 
Загон 


=) 


ВИ г = РЁ, S= &{1+41+- +4, ШЧ 
(злу 4” У 有 


， 
=> ôr. ži Уш $L SWE 20,00. 
=, 


тта Ое; тта ө 


现在 研究 是 项 > ETO, BR EOE pO HRES. 


& Дав 将 如 《1.15) 的 形式 ， 因 此 区 如 定理 2 ЧАРЫ, 对 于 


ве б) <А, ИЗМЕ 
AS 24 I —< д (2.2) 
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VE) SNG), 
АТАГАН 
[Base| «аку, 
= 
ВК, RE ey 及 5 有关, Ко, ША < >, 
唱 在 第 件 (2.2) 下 ,在 上 一 所 有 
4У | 
ge |= 
由 不 等 式 (2.3) 可 以 立 印 推出 不 稳定 性 , 因 对 初 值 如 取 
УФ =G + 2A) > 0, —2A < z< 0, 


了 可 任意 小 , АК ану z >, FVO 单 


ЗНА V (2) > V (eheto ИЯ, 

ARCIERE И ДОО. 2) ЕНЕ, RER.) 
МДЕ n, (ESE n < n E. 

V (a) = 270), 
ЗЕ ЗЕКЕ е о, V G) 已 不 是 单调 的 ,因而 不 是 第 一 个 破 
二 [2.2) 之 点 ,由 此 得 鲁 子 盾 ,( 甲 ) 之 倩 形 证 此 , 

(Z) ва, o, Е» А РАМНА 55 #8 29 А, 的 变量 ， 
$mns tts Ea 为 对 应 于 特征 很 有 实 部 小 于 АС < А) 的 变量 , НИЙ 
ый А 0. 

引入 两 个 新 变量 

х= +. +6, 
了 二 如 十"… +Š, 


луба) — акр) = Ауда), QA) 


AA 
95ке D IBS- DIENEAN 


iTi i= 
ат 


ЯУ лу е У) + D ВИЖ. 
d: = imta 
т, 


+11, 


现在 在 0 < Y < x < L(L НЕЮ FRSE, MAER 
定 的 s 2>0, 则 可 有 A > 0 使 得 如 果 条 件 


DLYA) < Ха) = 2 max XO 
деҳа < 
MEMA 
4 
5; ФС < вх), 
У=х йа] 
I х E НӨ < хо; 
Z. 
ТАНА ж ) 下 ,有 
m 42 SE > ах — X, 
z 


4Ү < LY + ZK, 
g 


пиене x = жу >а 的 边 上 , 只 要 221, 就 有 


dy 


—ї<——< +1, 
ах 


这 是 可 能 的 ,因为 | 到 < 二 区 和。 一 全 ве. T£ x= 
， 
ЖҮ > 0 j ki 
4. 


2X > (A, — 28)Х >в, 
ЕА 


ЗЗА X > Y RF, MEO < Y < X < L МАЯ 


2X > (ha — 2s)X > 0, 
dt 


lz] <з, 


RERI 
O 0< Y< X< L MEn 26 S< r < „РАЙО < YOS 
х < 2 ma ХО) Тр аце 
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为 此 我 们 取 初 值 : 
УФ =0 (—24 5:50), 
XG) = + 2A), 1>0, 
оар, НКС ж ИЖЕ, З х (2) ЖИНЕЛ, Ж-Н. ЖЕҢЕ 
XO > XUAT ХАКЕРА ЕЛЕ БИЯ ЖЕР 2 —. 但 
是 
o<Y<x=<L 
不 能 在 边 上 0 < Y = X < L 处 破坏 , 因为 向 量 场 向 内 ,只 可 能 在 
XX 一 工 处 破坏， 这 时 得 到 不 稳定 情形 ， 在 条 件 4 一 2 所 + < а 
中 要 破坏 
Хх <2Х(а), 
ЖЖ ЖИН ЛИЛЕ zn, fE n — 2A < z < д о, ВХ 
SXG), ВИЕ n< < a rh АЛЕН, АЛИНА. 


883. RDO) 5 (— U FS, ФОНЕ 
部 的 根 ,但 ОЖ (1.3) 的 很 , 划 对 任何 实数 租 my > 007, j = 
1, 2 四 ,方程 (1.4) 至 少 有 一 个 根 具 正 实 部 . 

Ë. DCO, a) = DC, рен») 8(—1)°Е®. ЮС; 
т) ~ оС ПКЕ DCO; т) 8 (+9; т) RBG, i =L, 
2,.…#)， 因 而 至少 有 一 个 正 实 机 , 

жїз. #20 与 (一 1 异 号 ,中 时 知 (1.1) 之 符 解 是 不 从 
ДЕЛО т, ЭНЕН НЕРОН, 

Жан] з ЗВАН (1.4) 有 一 正 实 根 1 于 是 当 z- 十 
MARET, ЮЕ, 

在 一 1 时 ,对 不 稳定 约 情形 А 一 Hoo, BAHEN га 220, 
BITRE, SERR s 只 对 有 将 数 个 具 正 实 部 的 要 的 情形 ， 
全 一 十 9。 至 十 有 俩 数 具 正 实 部 的 根 的 情形 , 划 信 不 一 定 为 十 co _ 
下 面 举 出 反例 , 朗 z; = 0 H AFRE „ПО т > 0 足够 大 时 到 而 
НЕХ. ВИ 
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4х() _ 


э) + КО — уб — ту) +88, 


d: 
BO L G) = KG —*G— 0) + erl, 
E 
в BASTESEN 
一 人 十 人 1 + K(1 — е7) _ К 
—1— ка = e) -itel T’ Oh 
8 (= + s + [L + K(1 me р = 0, 


A= etivi+ KQ ем». 
щт 0 BFS = e +i, KH в > 0 为 不 稳定 ，s < 0HR 
Ж. H С ЖАН 
24-8 ( 0) + att + gG — "1х 


x (Key) G + 72) = 0; 


ЖОН 
а _ = КО — "ке #4 
dr (Ав) + ril + Re) Ke 
зрада > 0 及 ?> 0， 使 在 区 
RRG > 4 及 区 域 MRSA 中 对 入 
{#[ т > 0з), А ЖЖ, Ет = s — 0. 


Е BENER e > 0 及 7 > 0,38 


2 
А 
Й ааа, “sassa 2 Sa 
图 4.3 中 
Kr 
有 ве (2%) < К (к >O, 
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ЖЕНИ, 例如 Tt, ЖЕДЕ È (>o), M ROE 
Э(Е) > а» пех 
e= 
m 
ВЛЕЗЕТ BE ENFER ЕКЕН REL 
关于 я = З BE, ЗЕ I FEREN 
情形 . 
定理 6， Еда—{ ИЯ ЖЯ УЕ 
dG) 
- dt 
ШЛА (a+ > с, (Юг НЕЖИН O < r (D 
< А, ДВОЕ. 
证 ， БОВ АЕН, Шоно, MFAS “一 0 及 
а °< 0 8Е 
CP) a 0, Н 


2:60) _ bals т()), БР 0. 
ағ 


ТУДН z G) = z > 0, —A < z < 0 (р МЕЖ), B х) 
ПЕЛИ, ДЛЕ ГОН Е А), 

MR z (z) AR, BJ BBB z (z) — (00) > p, Ш; co, 
< A, ВВ Ж, — T (2) ) ә x(oo) >> 0, Ще. 
В pa ((z— r (e) ) > (оо) > 0, ЖЕЁП (0) ~ baloo), > 
ос, ЗВЕР 202) 无 界 , 故 a = D. ШЕЕ. 

(Z) a> 0， 由 于 4 + 5> 0, ИЖЕ 7-Е 
明之 . 

(Eha > 0, b> 0; (Zhi>0<0if(Z)ia<0)Ed 

(иа 2> 0, Б> 0, а + ó> 0, HFE 


zio = az (z) + xl — т(г)) 


= ax (D + bale — т(ш)) (2.4) 
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可 与 方程 
， #() pats — rt) 
di 


比较 ， 取 同样 的 初 值 x(D =r = у> 0, š —A < z < 0, ДЈ 


ий 
кг} Тэ а(гу > 0, 


由 ( 甲 ) 知 aCA в 00, he (0) — +55. 

(Lh а> 0, b <0, a + 29, Же> —b > 0, 

Ж x G) КЛЕЕМ ЗА ЗА НЕ hmi) (НУР — 
BER КИ НИЕ —А е < 0 中 取 ` 


Вак (е т) = ari) h +2 — s ,而 


[=> rO) >U rG) ЛЕ; > 0 对 有 一段 时 间 宪 名 
0。 从 和 得 到 = (O РЕНА, 
现在 可 进一步 断 于 对 所 有 的 + 20, > 0。 如 其 不 然则 


dt 
жао, О о, pe-a е0 RR 
t 
增加 ,而 在 :二 nH 有 
о = #00 = ак(а) + bela (А0) > ая (и) — 


4х 20 


一 全 za) = Аа ||} = 
= «(а)ба + 5) > 0, 


жн, 因此 ESB > 0 允 拓 有 的 * > o R, 


由 于 z (z) PS6 6 fam „К ЖӨЖС А ЮНИ. Вр x G) 有 界 
ЫСО Ж, Жк) НЯ, ХНА, ЖЕНЯ 
Е. =) її, АЛИЕВ, 

(L) а<0,5:> 0,a + £ > 0, ЖЬ > —a > 0. 


*1D6G < 


rw 


ЖЕНЕ = =g > 0, —A < z < 0, Н ЖИК ARE 
ЛЕЕВ, МЕН > 0, (д) = 0, д ХЕ, 则 又 可 分 
两 种 情形 研究 之 ,部 

Ма, (0) ВЕ; 
当 ео, а, 

ЖИВОЕ РАВ, z 充分 接近 于 as 有 

0 (0) < xG — r (O). 


Са 
EO р) + bxG т) = 
а 


= ОА а zW 
óx( [+ О > ° 


Z <1 


(н ó> 0, zG — r G)) > 0, 


zi) <: 1), 
sG ry 
в > 0, 3e REF и, En ME z (0) В АДНА PEBE E 


T. 

НК ЕР.) EDET REA ERT: 

А ту, mayt. mnt ат НИЯ 1.2... в. ЯНВ 
УЫ „ЖЕН en. e... ez， BE Я 


Ся Ре А 
amn = arle) + Bal — т), 
E 


M 20000) 22 0, b> —a >> 0, É r(Z) е 0 (EE С = ах) + 
Har) = (а + bM) > а, FJA E И, 


m, = А009) — — È a G 2 — так), 
aay 


0 一 


注 芍 到 一 此 > 1, 故 对 m ЇЇ ДЕ? < f РН =) > UO), Ж 
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Б 
„2 (8), 
а 
ь\ 
一 - m> (ыыы, п = 
а 
КИТЕ 7 -( b 
4.4 сүү» 
ГА А 
ль > (2) min [m:, евр, 7] = iT) КАБЫ 


b 
m>(-4)r>0, 

Ж z (O FATE, hH x (e) ПЕРА, 

上 述 推 理 夺 于 = += Г, КЕП z (z) КВВС 
Фанат -®, ЕНШ x (z) RDH «ФФ 有 正 下 界 . 

现在 分 三 种 情形 再 群 条 大 罕 0): Саух (2) 当 : -> + о Вр 
ERD, (b)z (0) H 1> 十 co НЯ; Сс) (n) 当 > + 
КН. 

(a》 是 不 可 能 的 ,办 此 时 x (0) BETRA 

0 = lim 20. = іва + ы@ — #652] = 


= G + Бо) > 0, 
(b) UGER SAMLAR TA (a) ЕЕ РНЕ 
FRE, 
(с) 此 时 内 看 地 2, — + o° BPT. 


[_b ` 五 
emai mm д0 тн (2) Е 
х0) > (2) p Ма, 


M <: < + 和 凌 初 妈 条 件 ( 序 用 { 一 二) fe 9), ин 
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- 


маш 


Tr + A 269 #£ 


naD] 


所 以 lm m, = +00, 
НАНЕС) ВАВ але, ЗН 5 НЕЕ, 

注意 这 个 定理 的 条 件 (iifi 均 不 可 城 去 ， 人 是 显然 的 ,而 G) 
НЯНЯ т (2) ЗЕТА ЗНАЧ ЗС, НИЯЗ r (2) = z, 方程 化 为 


ак — aeli) + гер), 
dt 


AHRR ә < 0, 5 > 0, a — ó > 0, ЕВРЕЕВ М, 


$3. ЭЕ ЕЭ 
定理 7。 БАВАТ ЖЕЛЕЛЕП, в НИ: 


H — У (ано) + barle — raD) + 
d j=1 


+ Е , абе r(2))) G = 1,2,+-п),(3.1) 
ж 
Ей = X Раад (В) ету 
гарт) 
а (арабе т), се t, (n), 
HERE e > n, 使 
> ipe mesma) | А ат етн < 4-00, 


a 
Хуа тра 


则 必 存 在 一 正 数 人 = Alas, Ри, FP) > д, EH 0 < тг) < A 
Я, (НИНЕ, 
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证明 六 如 定理 2 ,这 时 只 要 取 


dV _ ху OF х; 
AL D LE pe) + 
ua Ед» й Ë , 


У 26 + Sa ШАКА 


и 


S ӘУ ор, (6) «и O 


i 


BF nu де Dla 
-5 э PGO, дн > ТЕР, 


x(z— r (9)) — ЕР, хо = йз + Wx. 


在 |; 21 足够 小 时 可 使 ПР <7 у. шіт) <АЯ 


аль вия и] < z Val) ,在 一 АЕ 
“з, Ei ДШ 


æ < н (a; lE), 0) + 
z | 


+, 000 + a [29 + 2) p (ate), 
8 N 2 


aE) = (m + + 2, 


" +”) "ко, 


“3 KE) 一 = (а), ee, ED 


定理 &， siio = arl) + AE У er ai 


а 
(z — r (z2 ) ЖААР 

G) ¿+ ¿> ú, z, b EWH, 

GD от < A. a AHE 

G ее < +оо, в ЗД ЛЬКИ, 
ДЕЛЕ BRA 15 2E, 
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la、1 


Е. 将 原 方 程 写 成 

ald ЕЁ 
s 

аЬ 


№ 


7 
800) +12 х(#— ra) + 


GO + бе (D) + 2, cart 00), 
ЕРА 


теч >o, 使 当 0 < z (z) < е, 0 < x(z — t (2) ) < вк 
(EGO te r+ 
` 4 


+ > сир — тшу) 220 


ба 
ЖЕНДЕУ? 
ахо) Lj _ a + Ë 5y et ó _ 
Р (4 22 Эхе =? n \хо т0)), 
其 系数 之 和 为 
а рав + 
4 + 2 


К. XG) =ў:>0, —A <, < RPE КЕ. 并且 有 
= љо XG 一 +. НМ X (z) PERES, ШИЕ |+ (2) | 

. = — dx (s) 
< min(siy в) kuk > 

KARHI r = x(2) = >D, —A < : < 5, АНН 
хш) SXG), ИЖ НИ < (2) 超出 пш (ез, в) 为 
ЧЕ. 而 min (si, в) 是 个 正定 数 , 但 ”可 为 任何 小 之 正 数 ,而 z (z) 
一 定 会 超过 min (е1, е) 这 一 定数 ， 由 此 即 得 不 稳定 ， 许 毕 . 

定理 9， 裔 (1.3) 至 少 有 一 个 县 正 实 部 的 解 : 旭 (1.1) 之 震 解 为 
不 稳定 ;其 它 假定 仍 寻 定理 7, MFE ES 

А = Alan, б, FP) >O, 


使 当 
05,0 <a, 


B0(3.122 АВЕ, 
证 明 重复 了 定理 4 之 两 种 博 形 , 只 要 注意 到 当 |а (0) |, eG 


+ 


т) ЛУЫ, F КОБ А СО 2 ) 之 增长 
B, ВНЕ, к. 
$4. ОНЛ R ikat 


$ EYRE GERR J ARMER EEH T RARR ERIR 
方法 .对 # 一 1 之 情形 ,已 在 [1] 中 求 出 界限 ， 现 对 一 2 时 用 两 


种 方法 具体 算出 到 分 条 件 之 界限 . 
以 下 首先 利用 特征 根 方 法 对 稳定 稍 形 之 时 满 四 限 先行 信守 : 
0 а + абе n + ана + 


+ вия — Ты), 

0 au) + baale — Ta) + вые + 

14 
| + 5axfr — тв), 
ЕЕ Е 
РО, ту) = 

ац + Bre Мы — À an + Бен 

аа + Вие и аз 十 bne з — А 


an + Sutone з —1)—А ар рабе —1) 
an + Bat bae Ин) ыкыс 
= [R + «А +5] + HCR, т) 
= pQ) + HQ, r4), 
此 地 DCA) = 2 + ak + 5, 
НА та) — М — pu( ha — 1) Se Hm — 1)] + 
+ [Keu — 1)bn(az + ba) + 
+ (¿s — 1)Ршбац + Фи) + 
+ (¿ta — 1)(e™a — ыы 一 
— (е7 — 1)Ра(ав + be) — 
— (ета — Прав + ba) 一 
— Сета — Ка — ыы]. 
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特别 有 НО. ‚о) - 0, 
取 
A= шах [sz 12:1, 
КАЎ 


я 
0< а= — lant bu + аа + bx] < 


< Па + |ёщ] + [аа + lóni] < 44, 
о<ь= an Bb an + Bu <s. 
an + bn аз + Ра 

BR À = 64 2-0, И Кел) >> 0 时 ， 
т„ 20, еар i. 
[D TD] > А1 = Саа [а + а] + ll] — 
— [lanit 1А 01а + lal) + © аа| + 
+ [čal X аы! .ёь )] > 
> |а| — |Ана — 8 = |X124 一 84 > 
> (64)(24) — 841 = 44? > 0, 
故 在 RelA) > +, БА, т) = 0 ЖЖ R ra 2 6. 
яж 
-L= «(—&+У#=4#\<о, 
2 


220, 


Ма ве) Z, a< < L N, 


lei] < ЮО) =e. 
оң 
副 可 取 
ОС, z] А2 Паш: + lón] + [а + 

+ [žal] еа + lallen] + |а) 一 
+ Са + lal аа| [851 2 
> 142 — |А|4Ае 一 8° > 
> б6А4е[бде — 42] — BPP = 4 422? > 0, 


п) > 642, 
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所 以 在 RO) > 2, т< È, ыб > 64е, 得 到 
[Ра 01 >0, 


зант, 
下 面 要 计算 |DA) 在 
вая, 
> 2 
у= 64е, у= —6Ае 
Е E R ZR FE 
min РОО: 
р) = Ë + a + 5, 
(z+ iy + al + iy) + b = 
Ну — y + ax + iay + b = 
= (=! + ax + b — y?) + ;(2zy + ay), 


[р(х + гу) = 12 y + ах + р + [(2z + a)>], 
在 x 一 入 上 有 
[pO + йу) = [4 ад + ë — УР [2% + а), 
此 方程 可 写 为 
Іо, + y) = [a — P Ву = 
= у + [B — 2а] + оё > оё, 


此 地 - 
a= +a +, В= (х + а), ИЖ 


В — 2а = (21, Рай — 200 + Да + 5) = 
= 242 + 24а + Z — 26 2: 26424842) = 
= 56.4? > 0 
8 А = 64, 0 < S 44, б< 69 82, BOE < 一 j k, 
Го + y)” ви 
а = (Ri + а БУ. 
其 次 对 工 ; 


一 一 -一 
x= — 工 一 Re ЕЕ #) со, 


из, 


ABIR а — 45 > 0 22 — 45 < 0 ИЗИНЕ: 
-2Y 2 — 4b 
2 2 °* 


ш 2—462>0,—L 


|р _ + =) = [a F] в = 
=y + (PB° — 2a) + 2, 


2 а м а 45 
В ана — + 


+ [2-2] чув a> 0, 
КАР. Y 2 — 45 Z> 0, 有 
|Р(-Е+ь)| >a = 2 ила, 
+ 


Щ 2 4р0, 一 工 一 一 全 , 工 一 


а а 
>, 2° 
_® ; щи 2 2 

р сы = ў + В — 2а) + а = 
p — kU 

ие — зв) + (= 2) + 


+ [2-85 


а в ы B) = #(— + a) > 0, 


ВБ, Ц 2 — 46 < 0, 有 


Ён} Ва, g аа-а) 
ое вы ка 
对 于 44—45 <0 进一步 计算 之 .研究 

一 2 _ 

2 
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24 5a? — 16620, E 


е 


ee 
16969) + 
= (Са 10. ИЕ > 位 ү, 


Вр? — 45 < D Н 5а — 6620, 


=) + 


} 


2 EAN 
|р > (+). 
Hü а? — 42 < 0 Н 54' — 168 =ç 0 FF, Ау 
M 2 
p> (e (E= = 
` ` 2 


= Ho в) = -Ee 一 45) > 


4 
š lé, + 8 — В 
PC; ) FP ось 
7 7 Z a 5 20” 
以 下 计算 3 一 желе, = < z < Е: 
[Dle +;6 Ae) |1 = ГО — 364) + 


+ ax + bf + (2 + 836 ей 
对 :被 商 之 ,有 


Sr D]? (ах + Dl + ax + 8 + ба] 
24 #>-5, 2х + а 0 
ак + 36422 > — # + зба 
> — UAY 
2 


+ 36.4? = A 36e — 8) > D 
+116, 


故 最 小 条 职 在 * ~ 一 二， 则 有 


2 


[р(х + 2544г)? > ся — зб? (-5) + пі 一 


а z 
= [ " +2— е > [364222 — Б] Z 
> [36.002 — AP = 4936г? — 8, 
所 以 最 小 值 分 别 如 下 : 
{Ж x = M.E, |D|1 > (А + ak + bY; 
Ж у= 64е Е. (DE 2 410362 — 8); 


РА И g2 A 
=— È p p = pelt + 2 — 32 ; 
在 x 于 上 :一 Re 人 + р } 50; 


ШЕ 


а 520, 102 2 гь; 


В 52 — 1622 0%, Ip > (ZY. 


2—48 <0 ba 
H5 — 166 < 0 f, р 


以 下 比较 上 面 五 个 做 之 大 小 : 
(2 ¿L + EP = (364 + аб4 + Б) < 
= 4936 + 24 + 8P = 4068) < 36е — 8, 
故 尺 上 之 最 小 值 可 以 不 计 y == 土 64e 于 之 情形 
由 


be BA(AAY _ 8 X 154 32 a< 
20 20 20 5 
=< BELY < (36 + абл + Б), 
BE x = j EERME АЖ, 
现在 只 要 上 比较 
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此 地 


— хе 
2 2 
由 二 项 式 
1.1 z 
Мї-—ө=ї—#-—2 В 2 9 
2 1.2 
(40 < о < 1 Rt), 
故 
меа [ ; 2 -] 
或 
а а? 一 a 
а а) AA 
a \ [45 b 
25 E] -4 
所 以 
9 аро 3.009 а (zy. 
4 4 а 4 `4 
ян, REEE 
bY (Ба? 
(27а (28), 
但 两 者 无 翅 比 较 大 小 ; 因 4 55 5 НОТ, 
出 此 最 后 得 到 
а paf 
р> ma (EY, ват, 
现在 在 四 边 形 尺 上 ， 
l< V -- (647 = КОЗУ + (ба = бду 1+, 
& [HO Tu| < 644/1 + ег" —1| + 


+ Вет —1| 
+ 2⁄2|e 2 — 1l? 


"118 ， 


$ Mri < 2 < 1, Й) je — 1] < 29. 故 当 Jrl < y <1. 
АСА, т) | < EN 1 + 22 + 84 + 842-27] 27 < 

< [124 1 + ë + 82 + 341] -22 < 

= [364* + 16 ]2q < 

< 1949. 
要 使 


оет < mia (ў, 22), 


EOR 
[194.42]? 
(кшн, б росі, РВА аА, 


М 
[EY bo (а 8Х 42\ 
EK: 2N 0. 20 ) 4 
(1024р со 2 04)? 
以 下 只 要 


рае 


< 1). 


„ү ге] 
mi (2. 一 一 
|). 20 


[Ат |2 > 
(10443)? 


但 | «вам < 184, KRE 


MOR 


<’ 20 


(1843: сое” 


1 
s< r< = ‚(ж 2 па, а). 


"19. 


ч {BP bañ, \ 
< 


以 下 围 入 对 不 稳定 情形 之 时 洁 异 限 进 行 全 新 ， 分 别 as е0 及 
ab 一 0 估计 之 当 a65 守 0 了 时 又 分 别 二 种 情形 研究 : 
2— 460, 
а — 45 > 0, 


ко >a (a < 0, 


pQ) -ozme ема 


2 
ЕК: 
r=- É, a a s= +, 
在 * 一 E RR: 
9) них 
п. d 
Щщ 4.6 хоу КУ 16 + 
2 а P 
二 位 一 全 可， 
dalp 2 _ 2 
в= 22 =s [22 + (= r y|. 


为 解 Я Пров Торо, 
16 16 


当 в ао, 其 ?一 0 为 极 小 : 
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2 2 3 
(= +) = [2 + al. 
4 16 1 


ео, ь-1а<0, 


[24 
lagis? s, 
4 16 
则 有 
2 2 
А м<» де < 
6 16 4 
所 以 


щь- Z >o, 


16 
ЕЛ 
2 o2 
ешр | = Е -=-з] = 0-40, 
iey =o ERK, 
所 以 极 小 在 — (ь- 2. 小 
[2 г +5) "> [2+ Н 5-20 2.2) 
В 
в (т) <=, НЕЕ, |р > (ZY 在 x 一 一 a 上， 


[Dla + iy) = yt (а — 280) + Р, 


o= 2. [рр = 5357 + 2002 — 26)1, 
y 


y = 0. 3⁄2 + 20а — 26) = 0, 
34 а — 2620, у= 0 KRD, 
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Ip > p > (=). 
шщ 2-4 <, M y = (а-я, 


[оја > É +a- 25] +2 [E eso] > z 


=— 2> (ү 
因此 在 = аЬ, рр > (2). 
ATR у а Е: 
Про Май = [x + ax + b — 451 + Ox + аум, 
Dl = 2(2z + а)ба + az + 56]. 
25 
18 
а? — АӘБ) = (а — 45) — 16b < —166< 0, 
RRA? Ба оа E, 0 一 -2 рр, 
2 4 
南 此 ,有 | 
— 2 
|D(z Ув (+ bi ) 
2 


2 коол шу 
9] (аяа, 
МЖА а — 45 安 0 时 ,在 四 边 形 尺 上 
РҮ 
р > (=). 
(а + бу) = [Z + а» + 68] + 
+ {2x + аў#— ОЙ az РУ, 
s= SPE — {яу ая а 200 + ar + ЮП}, 
Жоо k = TI = 2 — as + 2b — a]; ш 


— 2x — 2ах + 28 
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E 2 — 42 > 0 时 ,MV 46 — а? Я, 故 实 的 * 不 存在 ， 因 此 ， 
BERE y 一 0. H а — 4р2 0, М |D(z + зу)|? > [8 + 
ах + Б]. 

分 别 6>> 0 及 b < 0 两 种 情形 : 当 >> 0 时 ,由 不 稳定 性 知 
a < 0, 

л в: 


xz 一 0 及 x 一 一 z>0; 

у= ЖЕ, 工 一 2|z| +4 ll >0, 
则 在 x 一 0 及 x 二 一 a > 03 Е, |D |? ярка | D(0)|2 Ж 
|p(—a)|, 


ёр PRIC aF + ala) + 8]: и, 
取 у= +L, L = 2|з| + ^/|Ф|, 
ИЙЕ у= ЖІ, 0=<x=< —а kE 


[Dle + #у) | 22 [2 + ax + 5 — ур > 
2 [22 + b — (2|в| +v |b] PF = 
= 4181041 УТ? > 
242 lliz ó| + VIELE > 72(2 > в, 
ВЕ R, 上 有 IDP 2 P. 


HRI b < 0 之 情形 : 
取 四 边 形 R,: 
о, еше м + lel, 
5 ; 
у= +L, а= м2 + Ур) >, 
则 在 * = 0 Е, 


[DC + > |00) = 2; 
在 ¿=== + БЕ: 2] k, 


[рб + ду) > |р (A 5]; 


2 
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在 y= л, s< | < =e lt t, 
[Рх + [2 + ак Р — УР 


2 П + iai + |#| 一 y 2 
> (== гау, 


+( — < ах), |+ u> 


2 [C| + ТТУ + Cal + To [4] + 
+ |ë| = 2 а[ + МЕР = els]. 
EEH ó < 0, a — 48220, ER E |DV 之 最 小 值 大 于 等 于 


min [|ë |, 82]. 
以 下 总 精 计 算 之 ; 
在 R 上 , раа и; 
ЖЕ R. E, [AP RAJ (aF + (2|a| + МЕЖ 


TE Rek, Ар (54e t VY 
+ ИЗ + VDP, 
w |1|2 раа 3(1в] + WT 7 
2 PECA 
0 460, ]D| >Ú): 
Жа — 4р2 0, p> 0, |D]: 22 2; 
ДЕ а? — 452 0, #<0, [D]? min [|| , P]. 
注意 到 min [2, $] < W 可 | 引 , 故 对 所 有 情形 
上 
пор [LY =a tz, 1, 
而 对 所 有 情形 


al adal +D (44+ V 8 A) < 164, 
+124. 


гга IHLA т < 1642Д]е-" —1| + 
+ ЗА ем —1| + за [е 1р, 
эң Jir] оре — 1| 20р, 故 当 [Mr| < n< 1, 
А| < 164,8 
ТАСА, т) < [32.42 + ВА? + 241.29] 2g < BLN, 


要 使 [33 p] "< (¿Y min [а*, 221, REW 


j< (LY min (at, 82) 
(8837.4 
(о < 1 之 条 件 已 包括 在 内 ,因为 |51 < 82, |а| < 44). 
以 下 只 要 取 
(¿y minfa, 82] 
prp e и 
(88 PAN (16). А” 


因此 对 аё S= 0 可 以 取 


1 
23000 Г |z. 21 Н Ся 
[ШЖ Ж 
ар — О, 
b=0, а%0, 
Ж 6=0, с = 0 
ЕНЧА Ч: 


35 b= D, a < 0 8, DU) = 0 之 根 在 0 及 一 a 0, 
Е: 


АЕ х= — — E, 
2 


'D(x + iy) = |ie + аа + р = 


= [еу [е + iy + a|? = 


2 2 
= É iy +> 
ЌЕ x = —2a Е, 
Грба бу) = |» дуе + šy + a|! = 
= |—2a + iyl? | — 2a + iy + a|? 2: 
> 4⁄5; 


Æ y = +L, L= —a > 0 ЕН 
[Dir + зур 2 уб = ай. 
故 痊 合 有 | Р(х + iy) 2 да, ШЇ 
[АВ (а) + (a = 51 < 5(44} < (12222, 
нуль» S [124:24 + BA + 24:29]: 29 < 7242. 
所 以 
241 


+ 
tO 或 去 一 


КАШЫ 
и озду. 724124 4324" 


Ф = = 
当 › 可取 全 Tar 


Фа 0, До < OERE K 
10 + iy) 2 (z + в, 
副 在 x = 0 Б, [рб + šy)|? > |D(0)|2 = 22; r E 
a= y ЕЕ, [РРР 
Ey = +L, Li А> ок E 
ра + ipl a (t + P ру > 
22 (212] +в уэе, 
Ж, M a = 0, MEDR < = 0, х = А/з|5|, y = +А/2]Ь| 
上 有 


x 


ры + ду) [22 R, 
KR = 2 + у ај < 32⁄2 < (6л), 


НСА) «вазаја — 1] вает — t| + 
+2475 — 1 
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= [12 + 8 47142.21 < 


< 484, 
ы 
мр === 
ету 
或 
6 
r< > 
< 2884? 
В а=о, 可 取 A 一 一 2 
> 2884” 


ВЕС EA BE E ARET AR: 


一 ax 人 + awl — т) + уб) + ВУ ту). 


dz 
al) + egle rO + àyG) + аби), 
21 


将 上 坝 程 租 改 写成 下 现形 式 : 


+ айк) + аа т) — #1 + 
я 


+ (5 у + Буст) — y (e) J, 


aia = (аж cdr + o[zG в) — #1] + 


= (4 ау + ап) — 901. 
作 оа), у) = ыы + уб) + 
+ [Кс + са (8) — (a + аду + 
+ Ка + ¿z — (h + br)y (8) Y, 
de be ак, Ör дуб) _ 
й Өх) 2 дуб) de 
= аб) + У) + re) + 2+ 
+ eax — (а + ађу( Иа + е] + 
Е — dae (e) — (P, + bady (8) КА + 
+ ака — то — #0] + 
+ БК — та) — y (D) 3) + 2 (0) 一 
—2[(с + са) G) — Car + аду) ба + 


ШЕ 


+ a) —2[(4 + 4) (0) — (b + 
+ by + Нея — т) — «+ 
+ alye — r) — y(2 11, 
W А = max[|al, |%]„ leri, 1241, 
=< —2a5( (е) +y (z) )+-2[ (ВАА (0) (60 
И 
АУ ПАН т) e + 
+ С — r) — у [1 + 2[(82 + 848) [уо | + 
+ (A: + 4⁄2) (ОГА zG т) — < (Q) | + 
+ |yG — r) — ЭП, 


За: — 
ыы + | “Фа < 


< [| «| nA «| + 
BEDI Гаа — z;)| + [yG rll 
bG =r) — y(9 ] < рая + 
+ ||” — | + БО е — zi) 1. 


取 
T = max (тү, ту, тз, 14), 
RI 
=< 290200) + (о) + 
£ 
+ 32А%-т[8-+4х4х 24А]( |z (+) [24+ | y (O) |2), 
由 于 


[Ct со) (2) 一 (十 say Се) 02 < аа) +1, 

所 以 
wr) y(0)) < 2440800) + уй), 
但 另 一 方面 ， 
2АА а? (г) У) ть, 
оз + и). (=) 
ЖЖ G г) рб — то) fE olr (еу, yG) ) 中 , 旧 由 (六 ) 有 
Pe EAD ч Е + уйу 
b 
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ЖЖ C), y G)) ТЕЖ, 要 使 人- BEDAR 


ab = ab p 
=. 
4 X 164° Ë + 1624] 2564 Ë + se) 


r< 


$5. „ИЕГИ ЛАНТ ЖА ПП 
在 54 ЕСЕ саа 


0 Eat E ae — GD 
(Ф#=1,2,-,п) 

ЕТЕР r; = ry > 0 АЙИКЕ, БЕЛКА л 的 稳定 博 

形 的 时 并 界限 , 输 巴 估计. 


ЖЭН а су + bo, ЖЖО5.1)] AEK 
2-0) = x али, (g) + > Ва беа), E) 1, (5.2) 


far m 
ЕА 


取 方程 钥 
25-00 = Хе i=1,2, e,n (5.3) 


71 


ВАРЕНА СИК ЕЕ 5308, 7), 洛 (45.2) 的 积分 曲线 求 征 商 ,有 


ZV од...) У ао 十 2A 
dt = 


a5 > bar СР) [хе ти) — z; G) ] + 


те 


Эрэ Å AAEE) ptg a X) Ao; X 


271 FEL ¿Zt 
#74: 


х (Y баб = nDO) абу = 
k= АЕ 


2 ИМЕНА РЕЗНЯ, 
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— 0 — a). 


我 们 要 对 А (а (0,555, z (0) 进行 估计 ， 二 是 有 下 述 引 
z, 

БЕА. A = max (сн, by), fs i = 1, 20777. m, ИЖ 

| 全， | < 


вии я 


< (em биол) 7 Ke Dy |, (54) 
a 
в ЕТ, 2,- , n — 1, р 1,2,4,2; 
CPT срез. + Cre) = 
= (a — 1) + (z — L)(n — 2)(z — 
一 3) 十 十 (一 
в. 一 — 1): (n — 5), 4 奇数 (5.4) 
1+ C32, + Сер = 
= 1 +(a — 1) (в 0209 +5 + 
+ (а = 19:59 — 0). с 

H. FA = тах (су, Фф). 知 layl < 24, DEIER ро» Ре 
是 а В ө ЕТА а 197), ЗУ 
FARHA C 个 ,每 个 有 = 了 ' 项 ,每 项 为 5 个 因 于 乘积 , 故 有 
| < С) бо!) = 

一 az 一 人 一 二 ld «ау, (5.5) 
g= l, 2,2-1,1, 

FHER ЕМ no Са 0) н (0), EECA TA 
RER EATA x, (2) 对 应 的 子 式 为 (ec 一 1) 阶 ,此 (5 1) 
阶 子 式 的 息 对 信 不 超过 Ke 一 L) (2407, ik 

ЖМ ие ACD ,a < 


< cray — 1011 > [а е, (5.6) 


g= l, 2," B, 
最 后 估计 
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Ëy" Ре Роа 


| t t Prepir 

Аа, Сн (0) з, а) = |с А 
D + "рала 
DEZES AEAN 


它 是 的 1 十 2 二 二 4 一 1 += = © #1) хэр, 
及 在 估计 时 ， 可 以 暂时 不 管 因 头 ， 我 们 将 上 式 技 最 后 一 行 展开 成 
FR, Afke BELETA ERRIERTA (E 
Ж.Ж ИЕ ЖЕРЕ ТИШЕ ЖТ), 例如 可 以 考虑 eta 对 应 的 子 式 
名 


O -- рад 
Еж о 一 工 阶 行 烈 式 , 共 有 (ca 一 ПН, 每 项 为 (a 一 1) 个 因子 想 
ERRA р, KERROS), яни БАТЛЕР Сар)! 
[Ке 一 六 1J。 再 由 不 等 式 (4), 有 
{Aaa ,a | < 


< Че DICA | к, Уу), 


ГЕН 
其 中 к. 如 (5.4》 所 示 .、， 引 理 2 证 些 . 
БУЗ, Чат т = шах (ти), k — 1,2,5, а), A 
Габе za) — ха | = 


, 
ое расо < 
ктай (52) 


«та D ПИ + „б — > 


А; Уна 肥 不 等 式 (5.7), 有 
引 理 5. 


“< . 
Ау ЮЗ SE так) — CE Ys 
£= 


-131% 


У balal — ta) 一 “(О))| = 
= 


ез) 
© (Ge —1)1(n122 (24) 2 Катињ X 


x D D tl GDI+ ан А). 


== 
WERTER TEEM, 
ЖЕ. 给 定 实 常 系数 线性 微分 差分 方程 (5.2), MRA 
的 微分 方程 45.3) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 , 工 且 假 珊 
re I AAA ， (5.8) 
2 дат. Ë +4 | 


Кур 


其 中 


т = тах (ri 有 了 一 1，2， n, 


= 
Larena tS 


= 


Tī A) [Ce — 13): x 
Я 
х (a, yO DD 2A TDK? , (5.9) 
Ks 如 (5.4》 所 示 , ЖА 5.2 ВА А, b НИКЕ 
的 . 
Ш. 应 用 引 理 2 , 引 理 3 ， 不 等 式 (5.7) 及 不 等 式 2|aBi < 
= оё + В,Ж 
= < 一 2Ar `A, > x1(2) + тА A, X 
t 


= 


x S1 У 40) + «мр + аи Tia) 1 + 


ўїл тп 

+= 5 ( H a) x 
алс, 

x [Ce — ОИК PEDA YHK [244 (2) 十 

+ z(a) + а — ть]. 
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但 是 对 VG), ++, 0) ) 利用 引 理 2， 我 全 有 下 面 的 估 值 : 
六 Cpa 001 Ў 0, 
i=l isl 
(5.10) 
其 中 二 如 (53) 所 示 , 因 此 如 果 (аә — Ta) y а УВ 
AVAG), e, =. rh, Ë 
Vial таа ть) < 
547, 9, (0), R= L, Byty ng 
则 由 (5.10), 有 


И А 
Уи ra) < У — ru), — ты) < 


ет Аг А, 
баб оа) PONE A УЕ 
АА, aa 
同样 有 
чод = 20), 
АТ, Ronn, 
因而 
«А... А. D FG) + отат А, X 
a aL Ere 
x (+ z 2) + 2га > ИД 5)* 


x fe) оона х 


xG + “= )= = 


т=з ` 


一 一 22f au > AO + тл х 


x (r+ 


=) > == (2). 
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因为 是 正定 的 , 当 Маас RET = 的 负 定 , 因 
而 方程 租 (5.2) 确定 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 郎 在 渐 近 稳定 的 次 
LEF 当 z 满 足 不 笑 式 (5.8) 时 ,可 用 微分 方程 (5.3) 来 代替 微分 


ŽAG.) EEE, 
对 于 具体 的 n, (5485.8) Чи L , BOGNER Нан. Я 
如 ,你 过 具体 计算 ,对 4 一 3 可 取 
L = [рез — pi) 96pps + 
+ 3Cps + 244) + ВА) (фе: — рз). 
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ВЕ ЛЯЕТ) 


$1. 2-Е, ЕКЕЖ 


ЕЖЕ ви 
45, a0. -5 (а + 5) балу 
(Е, 2,1... я) 
ЕРЕ ТШЕ EE 
ж) = > (ах) + Рик — т) 02) 


在 第 一 临界 情形 时 稳定 问题 上 的 等 价 性 , Жон ЖАК а,, bj 一 
1、2,， SALER JEDEH EODH RIES EA 
为 
DOA, L) = |as + by — дьА| = 0 (13) 
及 
DCR, вом) = |а + Вет — 84А — D, 41.4) 
ВВ 1. ун (1.3)ж —1-095®НЕЛӘ. KARERE 
KERE A > 0, EH 
OKKA G,j=1,21,-:-, n) 
时 方程 (1.4) 亦 仅 有 一 个 为 零 的 单 根 , 其 余 一 切 根 都 具有 和 负 实 部 
证 . 十 程 (L4) 可 以 写成 
РСА, ем) = ар + Вие — а, = 
=P ААА АА, = 0, 
其 中 系数 АЯ, 24 а, Ви Же МИ, р = 1,2, зс, п) SAR, 
НР ту 20 (i,j 1, 2565, и) Е Ве (А) 之 0 下 
Jet] <1, 


*›35+ 


+ 4 = ma 4 4, lAa], 
[DC еси) > | ИА ++. 
— миа Гаа > Jal 
аа А е +] жап, 


Ар + В+ = 
ЈАП 2 [д 
АР —1 АР 
| > АПА 1-1, 
所 以 只 要 |A| >1 +4, Ра. ei) 一 0 无 根 . 
[нй НЕ 0 < Re) 11+ A, 1 + À < |Im(2)| №, 
ОСА, е7) | > 0 
ЗЕЕ, ОСА, есш) 一 0 无 根 . 
у ИТЛ 
1+4 0< Ке(4) S1 + A, 
[ше А) | <1+ A 
内 之 情形 ， 发 D(21) = 0， 除 需 根 
外 ， 其 佘 所 有 负 实 根 中 实 部 拖 对 值 
最 小 之 根 为 ,本 
|Ве(%)| = R> 0 


нална r (r< =) 


HPE. 

РЗ 5.1 НАТ РА r PERENE 
的 表 区 域 . 

ЖЕН P 上 РА, 1) = 0 KHAR Е Ft m {Ж 

ан РО О т 

成 立 ， 由 

DC е7) = [а + Бе — y A | = 

= ЮА, 1) + gQ, ей), 
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ЖЕН gU, 1) = 0 对 任何 1 成 立 ， 由 ECX、e Хр rali, =1, 
2, ++, п) ЖЕМЕ, ЕЕ A, > 0, 使 当 
Отуд NH G, = 1,2,5, я) 

max [е(А,е №)| < m, 

злот 
ЁС ЕИ ЕКЕШ ш, 0 Sry А G, j=, 2,5, m) 
` ОСА, е7) = РО, 12 + 8 А, ену = 0 
与 

D(A, 1) = 0 

在 区 域 上 根 的 个 数 相 司 ， 而 DA, D = 0 在 P 上 无 根 , 故 DCX， 
e) 一 0 在 区 域 上 六 无 根 . 

现在 考虑 剩 下 的 秆 径 为 ” ЖЧ ИЕЛИ, ПЕРДЕ r WJ 

圆 的 边界 为 『, 则 在 了 上 有 
min |юЮСА 1) =м>0, | 

ВР аА, 1) =0, -EFE Ay > 0, Чек д, G, j = 
1,2, +", m) В, 

тах | (ем) < M 

АЕГ 
Вар. НИШ НЕ ОСД, ем) — 0 5 DO, L) 一 0 在 牛 径 为 
+ 之 图 下 根 的 个 数 直 同 ， 由 于 ОСА, 1) 一 0 在 立 内 只 有 一 个 单 根 
(% = 0), РО, семи) 一 0 在 四 内 也 只 有 一 个 单 根 ， 由 于 对 任 
ат, j =l, 2,1, а), À = 0 38 ВС, =i) = 0 DAR BIA 
А = 0 ВО РСА, етен) = 0 ZAAR, 

因此 ,由 上 面 知道 当 0 < z, < А, А = min (ду, А), РКА, 
aMi) = 0 只 有 一 个 为 零 的 单 根 , 而 共 余 一 切 根 者 具有 负 实 部 . 

定理 1. 若 引 理 1 能 条 件 满 足 ， 印 方程 (1.1) 之 零 解 是 各 定 的 ， 
ЖЛЕ А > 0, 48340 < z; S< A G, = 1,2, 2) 时 方程 组 
(1.2) PRE PkyE 39. 

ЗЕ. 由 引 理 T 知 , 当 ост, < A В}, (1.2) 之 特征 方程 除 一 
KRUPI К БИН RER, ВИАН Ес, 
当 DEKA U,j =l, 2 
FAO DERRETE, 
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81582. EHEC) АЛЯ, ШЕЕ» 一 让 个 根 都 具有 
AAR, НИЕ А> 0, Мот, < А, 7 一 1,2,.' в), 
ВОН k TRR, ПХ БАН ВУ. 

RERE ЗЕРИГЕ 

定理 2， 若 引 理 2 的 条 件 满 足 , 狂 方程 (11) ЕЕК 
的 , НЕЕ: А > 0, от, А (7, ј =1,2, 755, в) 时 方 
ЖАН (1.2) ЖН a аА, 

КВНа 及 伏 里 入 定理 立即 得 到 证 明 . 
$2. 第 一 览 模 情形 , 非 祝 性 系统 ,一 般 情 形 
D НБУ. Ем Анн ТИ EE 
一 章 中 对 于 一 般 * НИЕ ЖЕ, КЕЛЬН 
一 临界 心 形 下 的 微分 方程 与 微分 差分 方程 的 等 价 性 寺 古 


于是 是 研究 微分 方程 起 
T T RG U), K) + Уса, +. 
х0), #2), 
= У реа) + (pe ад + сз) 
+ X,( (D), ++, «О, (0) + УКР, 
зб, ДУ, G G = 1,2, 1-1, я) 
Ея 
коо, 0, LO) + 
+ Уат), жа фт, я — 
—тф))), 
= 一 Хорьки + У) q. (a 一 TD) + ` (4.2) 
= = 
ри) + ча — и) + 
+ ХК, 0), я + УС — 
— 78), „а TD) хе — =) 


12, в) 


ШЕЕ 


ЕДЕ ЗЕЕ, ВСН ре, дш, Pes а, ЗН т) 

或 为 非 偶 的 实 常数 ， 或 为 非 负 的 实 速 稿 画 数 ， 为 了 解决 上 述 的 阅 

题 :首先 我 们 考虑 名 一 0,9 一 0 (= 1, 2 * n) КИВИ, В 

究 微 分 方程 粗 : 

= = ХК, сз, «КО, #0) + 
УС, RETOR (0), 


4% = > (p= + аи + ХАК, азу 


2 
TO, хш) + УК, ra), O)A 
нь 
与 微分 差分 方程 组 
4х 


7х (00), e, 000), х(@)) + Y(z G — 
52), „(б = д), zG — (9), 
=. = У вр + $ dexet — TOO) + (12у 


21 


+ Хаб), “О, «(шуу + 
+ УК — т@)), +++, абе — т), 
xz 一 TD (-—=1,2,,я) 


的 等 价 性 . 
ЛЖИ: (lpo + ge 一 Sp| =0 (s, E =1, 2,57, n) 
的 所 有 很 p, 有 
Ве(р;) < 0G = 1,2, n); 
(2) X Crist ж», к), Мусу, 2), 
Ха, tts Xa, ж), УК, ть, z) 
是 变量 r za， доз x 网 定 在 坐标 原点 邻 域 内 的 解析 画 数 , 且 展 
式 的 首页 次数 不 低 于 2， 
(3) XO, 11, 0, £) = gz” + кых”! + 
2% 0,m 22, 
ҮФ(0б,--+,0,х) = I + l tt + ss 
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1520, т 22, 
Хр, 57,0, к) ве втер a 
Я. = 0, 
YOO, 0, x) = hae үтү... 
150; 
(4) m, > m, 
ЖОБ ЛЕНИ — 18 $3 中 所 指出 的 第 二 种 
方法 . 
2) 稳定 性 的 等 价 性 定理 
ИО, к + [<С0, 则 存在 一 正 数 A 一 А(Х,У, 
Фу, Чи» Жу, Y,) > 0, Чт 0 ST S A, BJ(1.2 SE 
ж. 当 了 一 0 时 , m 是 奇数 ,g + ¿< 0, Лала 
WEBE, ИҢДЕ REFERAR 
Уби, es tas P) = E Cg H Dat Waa, оу 


+ Оаа, в) + и, yx) 
这 里 (а, 57, х„) ВИНЕ 


УЭ pa t gaat а] = У я, 
£= дк, 


Оба, с, ад У я, 255, m), А, MERER, 


= 
£V да, SA BE А 
d: Ôr й £ O<. de 


= + х + афа + тео] 4. + 


үз [OW 90: го) dx 
+ | + =? + = 
> ðn Bx * Ox] de 


= [0 + в) + 20: t+ mx" "lp, ] X 
x Га) a w), а) FY Сабет), ,nl — 
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—), оу: 29+... 


+ ==] [> (рех, (Р) + gas — ту) + 
+ Ха, ужи, х) + Убе т), lt — r), 
alt 一 | = [C+ gr 220, 5 + пя] x 
X [XGa, '''.xa X) H О tey ra, i+ 


S [3 адр... “ao] 
+; += д», 二 tx 95.1 x 


x рэ (р + д) + Хаус ж, z) + 
= 


+Y, зе, ^0] — [U + к + 220: H 
十 тхе ЈУ), , 00), я) 一 
— Убе r), tta Се r), ае —г))]— 


HEAT 4 „дошу 


+ = 


пл 0х, ðr, Әх,/ 


x [ао — =G — ny + 


+ УД, ++, ж), G) — У абе т) с, 
x, т) zz — | = 
= [G + g+ Fle, ху, ++, ко) Јата + 


+ уь У Раба, ttt, fa)xarp 一 
== “ки 


~ [Ct + 2х0; + +: + вы" x 
x „> Убе, е, ай, ода! — 


ево 
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хин удао, a (an, 


TEAR e ЖШ, РЕ = >, 


ДЛЕ НН TEE ВИ Зс е ka Ë , Eq 
Ж Р(х, xu сс, xo) Ы Faz, ху, tty х„) 是 确定 在 一 个 充分 小 
的 坐标 原点 邻 域 
la] < В, |a] < BG 1,2,5, я) (2.1) 
内 的 解析 画 数 ， 这 里 Во, В:>0 G = 1, 2, …，z) 充分 小 又 
由 条 件 (2) 知 ,在 (2.1) 的 任何 一 个 并 域 
l &Ү <В, [| <<: @=1,2,...,в) (2.2) 
Е, Уба, ++, жь, я), Ут нз z) 及 其 对 于 各 个 自 变量 的 
贪 导数 都 是 有 界 的 ， 同 理 有 
ау 5 ӘҮ de, y OY ёк 
dt £= 9х, dt Ôx d 


dY, оду, dr, + SY, 4 
d: пл Óx, d: Bx a` 
由 条 件 (3) 知 
BE = (mm 2) (ES Оп, ya з), RTRM 


首 项 次 数 不 低 于 1 次 ); 


zx я, + mle” + (т + Las" + 

" 

ду 

Be T 《za 

ду, = (a ае (ттт, 

o О» оаа (т, mthemst 


К = „тах l Р.а). 


В НО, tta z, x) = Q + gyart + У) 51 = >0, 


== 
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эн 


в ЗН ЕАСИ БАИЯ БКИ е, |а етә] 
А — 
ET асе обу" 


<, 100 <i у" 


因此 ,在 这 个 并 曲面 上 ,我 从 有 下 列 的 估 值 : 
dr, 
E 


ИИ 
< 2nay е +M, в ef + Э 
СК бау ++, z) = Ga, с, з, 225) 


Нем, > 0 是 常量 ; 


А 
sr. a 
|< меу) ve 
(因为 ХО, tta zo z) + Yan tO nə z) = 


= G, сс, а, яз), 


M > 0 ЖЕҢ, 

МЕ АЙ, ЛЕРИНИ Еж, +++, о а) = s 上 我 们 有 
iay 
д» 


ду 
Әх, 


dz, 
4 


= 


[2 < 
d: 


| 


А = l e Pest 
Sra ee susah) 


+L e M u(— 


үт = 
G+ в) ve 


ут [> Lat 十 È амт э" 


= (= БУ, 


— М En 
+= |< (е Sa 
GQ + z: 


L, > 0 常 最 , 
TE, 


< iw 


|2: s 
(+; 


1. 
om 
di 


эз, 


因此 ， 


| 化 


У, +, эк, рун < 


Sh era а + К у T> 


f Z L, a, | < 


(ту 


Да «у м ЕЙ А 


Хн Qla) = аа, 8 4 = max (44|, е, 


Га G= 2,555, т) ЭНА 
je 
д», 


у < À и. 
因此 在 并 上 则 面 日 (x1,…, х, x) = в 上 我 们 亦 有 


[GQ +z)z=+2zQ, 十 … 十 тю < ( 8 у х 
М £ 


x [i+ i taane (а (6) + 


tout "(ое <. ж" 


M > 0 常量 
Ж#Н Уба, t, =) = > Bizi 是 负 定 的 一 坎 型 ,到 B = max 
UBul}, 所 以 
|2 |. < >В. 
Ôx, (не 


эн 


ДВЕ БАТЕ ЛЕЙ НН HU, пох. х) = в 上 我 们 有 
(ии 92. + +," 805) x 


РА =, Эх, / 


1) 


ч r dek td i 
x (> 4= f юл + Гео, то» а} 
< > Сев s + АР + x + `: +=") х 


x [Z (э. + Ml ие + 


тя 
sr y Ыы — 
+L УЛЛУ? е (вме + 
нае уена. 

+< =)" ‘+ ттуу) пе 


“esp kesal с)» 


= 4 {и 


+ т) уе r< тб, G; > 0, 


Е БАН ТЧАЗЛ Н НОЈ Я 2 ma + ARE GEH s p| E 
ЖЛ), 所 以 我 们 总 可 取 到 G, СЫ e 无 关 的 量 ) Ж ЕЗЕР 
ФЕН ВИШИ То, Lo, М 等 常量 都 具有 G, КЕ МЕРЕ 
与 6 无 关 的 . 


2) JLG p+ 260; + + 


"о. (|. = УС, -- в), КО Э| < 


<m ута Ч a Vee mr 
ме {+ gy E ТЕР mes 
所 以 
[ее ot et оо ЧР) + 
N Jer d / 


х Daf a+ Í 9.) | < 


= сє а rat 
MoLore + вт + Gu = (М + Со)те == Gre 
(G.— Мил + Ga). 
由 于 [бе ДР Ра, усе a) lart У У) Fale, 
= 


5. 
Fist, ж) zaza 在 原点 的 充分 小 邻 域内 是 正定 的 ， 所 以 我 们 只 要 
把 魁 标 原点 的 邻 域 取 得 这 样 小 ,使 得 

[Cg Д2 + FC, as хо) Јат + 


+У + У) Falt, attt, х) ав > 


пт! e Ë= 
1 тн 7 уа 
= [er en + а. 
Боа — m th Bl 
НО, ++, а, к) = (g + Дым + Ў «ф= в 620, 
я 
无 葵 怎 样 小 ,我 们 都 可 以 找到 A, 我 们 只 要 作 


Gre < Í ,, т< 
2 2G 


ША = 去 > 0 与。 无 关 ,使 当 0 < r < A S, СУН 


是 稳定 的 。 下 面 我 们 更 进一步 的 来 站 明 (1.2) ARR, о < r 
宏和 时 是 渐 近 稳定 的 ， 
由 于 
VG) = ИС) е (0), х(г)) 一 


1 
РЯ Уба, i,r) + 


О ян) ++ + тб, сс, z.) 
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是 负 定 的 , Ж УС) < 0. ЖИВИ, щ —r <, <0 
ВН oC) EIRE, ШЕ £ > 0 时 ， олноо п 
VO 是 平滑 的 。 如 果 我 们 现在 合 由 初始 时 一 2r < + < 0 所 确定 
ааваа а.з) на С) аван, АИ LE 的 性 质 知 ， 

тах VG) < V(z2)G 20) < 0, (2.3) 


Е 


ш ЭЕШЕНН ЖЕНЕ, 

G) ИЖ УС) 不 能 从 某 个 上 > АНИ. 

#. MERER, БАНИ >n ZJ, VO ЖИ 
zb, ИНЕШ (2.3) 知 ， 单 轴 下 降 有 界 的 函数 必 有 极限 所 以 
lim VG) = —s < 0、 这 就 发 明了 


lm pa = lim „{@ HEY + ЕС, уб а) + 
эзе dr 
+ $ + D) Falin, fp, Xxaxg 一 
“= a=] 


— [U + к + 250; + et me" On] X 
x(f. уб, 60), жа) 
习作 


x ñ © ау, э, мо, ба > 


故 当 + 充分 大 时 , ИОН = > 0, ВЦ + 充分 大 时 ,而 
£ 
ЖУО) 不 是 单 届 减少 的 ,这 与 假发 矛盾 ， 故 男 数 y(D) 不 能 从 某 个 
ель. 
GD ИЕ У 如 果 从 某 个 >n 之 后 是 单调 的 增加 , 则 
lim У) = 0, 
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Ш. MAREE MRAD: > п, VO REIMEN, 
AE аа СР) = c, E Emy) = —=* <, КИРА 
‚= r= 
ар 


Б — в. 
Р? 
但 另 一 方 画 .按照 前 面 的 讨论 我 们 义 有 
im Æ > +0" >o, 
s>% dt 2 А 


НВ РЯ. #54 yG) РИУ, аР) 一 0, 这 就 
ЗЕВАРИ БАШЫЛ ЕЛЕЙ, ' 

GG) 最 后 要 研究 的 是 : 当 + 一 ос, ВЕ VO ARERR 
RA IEE EE RA EPEA V O) SEAE R AKE ER 
АНИ X (8 СВА VO ЖЕНИ), T ЗЕЕ 65 BD E 34 
+ 一 +o BF, их. TAERE 
了 (127 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 . 

E BE- 23 < < 0 INE: (ГИРЕ ОН M < 0, 好 由 
#23) 

M= mery И == 0, G => 0). 

Ня ВИМИ А 1 (+). ж йа<т<А. 在 

> 0 ZAREN) РБИЕ n> okk, R 


= o= аР, aa ву 


+ Уо + У) вл), D АА) — 
— [C+ ра) + 250: + - + mGa) X 
ж( = ты, 09, кода) — 
та го MATES © йж 
>( Or а 91) (> af “+ 


О > 


+ 


> Lt дзн 人 > 


ы 


> [U +” + Уз =® oal, 


= 


НО), се, жа, UD < CAM ， 


а 
наба), y бад, 40) < 
<1 са = L (Ly ыр 
2 2\42 2.4 
这 样 在 > 4 2 后 之 第 一 个 相对 的 极 大 什 4 处 我 们 在 
Саба), 5, sed бай) < (100), 
因为 当 ; -> НН НЯНИ ЕЯ Е 
IPERE TA, ШИЕ 
lim ssh 


В im НО) = 0, 因为 HG) =-= | + вы") + D к] 


Елис, ék 
Ет (2) =й lim z (z) = 0, 

EEH, 

з) 不 稳定 竹 的 等 价 定 刺 

由 2) 的 讨论 知 , 当 z = 0 时, 如果 人 # 是 奇数 ,而 十 7 盖 0, Д) 
(1.2)' 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 这 是 因为 

v= т“ + De С, t ty азд + Ола, сс, 二 

ОС, са ыз 


是 变 呈 的 , MAE жле, ялгаа ER H= 
=> 0, мм вва оне, ва 
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0 < r< А ,‚Ш(1.2)' ARETE E, ВНЕ КАЕШ 
定理 2. m БН, z 二 7 > 0, 划 存 在 一 正 数 А = À (Xx, 
Y, Pes йз, Ху, Ү 0 НЕ 8 METER STLA M, R| (1.23 
零 解 亦 古 不 稳定 . 
定理 3. Ж m 是 偶数 , g + I> 0, 有 存在 一 正 数 人 二 人 (X, 
了 了 ,pms Чы» X, У)>0, 使 当 了 满足 不 等 式 0 < r < д, 2 
1. Шоном Де g + 7 = MOLYAR 
METREK, REFE MHA HS 
Vertit fas а) = Cg + Dx + Wett, к) + 
+ казу z) + e абсо м), 
AE gG a) = 了 Au = 1,2, в — 1), (а, 
i=l 
…, 和 加》 与 定理 1 pR По 是 这 样 小 的 实 常数 ， 写 使 
а 
F la tts ns X) = PU БА Fitt, n, х)" + 
十 PRR assy з) + YPL + 
+ Уа D, Fapla, xutt, хида 
= 


a,B=1 
是 正定 的 其 中 XPC х,), Y@(z, +++, za) 分 别 是 夯 数 
XCO, к, +, х„),Ү(@, ху, ++ ‚ х„) НЕОН БР ЗЕК, ra 
的 二 次 项 的 至 体 . 
ИЯ г НН 

ay у d Z, öv dx, 

P aR баа lelg + D) + 

+ О 6) + 2х куу) + + 


+ (ш — De 
t 
күөн O01 ва 802 \ dx 
十 SU бб... + fi = 
> Әх, ` Ox, x z, ) ря 
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а + g + ЕС, xi я] + 


+ agl Ха ++, z.) + YUG, + 


1 


+ У D, Р(х, xo +++, Kn)xaxp 一 
s= 


-fiee +D + 0, tamt 
dy 


+(»— то, | 55а + 
Кор 
ГӘ до И 
+ [5 к... рта ба 
[> ә Т" д, 5», х 


х |> „|, = de de + 人 ， A И 


а d 


象 前 面 一 样 的 来 估计 了， 使 得 必 能 保证 “U EEE 


性 给 并 曲面 


Н(х, жс ха) = eg + Гук” + ода Кр, +... 


EYA ра = 
Ж e > 0 Е ДЕШЕ РА h iN Е ТИНЧ: 


[бе + J) + O, + 250, + 3⁄20, 十 十 


+ Пао, < lele 1 + 


+ йу sg 十 2|x 十 … + 
+ Ca le < 
Е vs x 


уж бан) 
Г twe e x 


‚+ 
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LERS: 无 关 . 


aY = 
|< Lvs У) 
2Y, L el а 
ЧУ ат , 
Л Дел) 
\ъ 
de, Гра гв ү? 
ря < 2nay в + M, м ет» В 
a 
ү — Y. 
di <ul ya) ve 
(3w aQ, „а д0һа\ < 
(= Tea ба, )| = 
< |+ I |22 ЕЕ 
Әк, | 9х, 9х, 
u — А ха 
< Bye +a (Их 
Хиву Ст) 
ya 
a- (2—1 " А 
x с < z,Í e у 
1-( а у, Зав + D > 
` alget? ' 
其 中 E, > 0 与 8 是 无 关 常 量 ,再 注意 mm 2 2, 
в БАРНА, 8019 


ее + 0, + 240; + + + (= — DOn] x 


* и. [< /aw ао, +. 一 
рим аа + 


а £= Va, 
tagen )] [De 164 =f ше] = 
&1 VS + > тт № (жтт 5) х 
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х [ре + вам, (ў А 


а + 
nt [LiLo + 222 Е + 


Масе + <> | < 
5 
十 (有 限 党 (У) 246758, 
хш G > 0 5 e ж, 
TAER, а ААА ЕРЕ 
[eg + D: Е, арусу я) "+ 
+ [ХС к) + Әсс, о) + 


tD t D Раба, zzz 六 
= 


«BEI 


> т lelg HIPH Fle, кс, Л" + 
+ Кут, z) НУ, а) 十 21 2, 
ЖЕ HC, sa 1a) = в 20 puris = Г (因为 只 要 


作 Gre < 1 = ВПГ) у 2 < z < АР}, ЗУМА. 


Pr Og 0 G =l,2,.--,.n2. 


fctx, z, сос a) = У) (ре ад (О (На) + 


= 

Ха, +, (О, ОН У, Са), ON O] 
Gs = 1, 1,1, 2), сы) 

由 ft0, 0, -t7 0) 0 (1,2, 11, в), В. 


= |p + gi == 0. 
=== 
maa 
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PRAE ЖОШ, НВА 

z, = и (к) АИС (а —1,2,+,я), (4.2) 
AE AP 是 常量 ， 在 jz| 充分 小 时 ,w(x) 是 z ЧАЕК, БИ 
程 组 (-) 我 们 作 变 换 


к= Ни.) (e= 1,2, с, а), (43) 
BIF 
TE L Xle, gats Ea) + YG, 66 lu 60, 


pt ge + Xe 


а 
+ Уи Фо) 1,2,7, = 
хотя: 
G) š e + 1 < 0, miZ Е REREN ANS 
Убе, б ED = E (a и, с. ) + 


Q... En) 4+ Om 6), 
PARARON = ERRIRE Т: ЕЕ ЕНЕ КН 


Кк, nut, iy En — и = E G + Dz + 


+ Ир ау — Hel)) 20: — 
ая, 一 一 
— на), — и, (8), (4.5) 


Яж (а, o, E) = У со, ВАН: 


Вл 


оК, --.6 = Ув, = D Anz — 
i=l 


= 


Ань) 


j=l 
G= 2, tyn), 
жй 
аи а), 005 я в) = 


= а-о, 


=з 
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Wia аа) с, — s G) = У сыш + 
= 


+ У cum 一 D гиби + хш), 


хр dial 
RPE 
GG) = — 20: (0) p y aE) — Oal), a 
(一 ae 
LFL G (z) 的 首 硕 次 数 不 低 于 3， 因此 (#5) 可 改写 为 


Рх, зз, хь) = (а ху — ш(ж), +++, x, — ысу) = 


= +G О 


и» (г) ана) + зи (к) ФО, +, 
хь} + Qalen ++, ++ 
++ z"Q,(x yx + СС), (4.6) 
ИЧТЕ а БЕС ERER, pie БШ pia E 
到 定 号 画 数 ,所以 V Ce, ху, +++, mo) 亦 是 确定 在 坐标 原点 的 充分 
小 艇 邻 城内 的 负 定 的 西数 ， 为 了 简便 起 见 : 我 们 刀 
И (фаб), , 88 (2) + GU) = бл), 
ВЯ Golx) 的 首 项 次 数 不 低 于 2， 再 全 


а 


Ue, m to) = У ани) + вы), 


и 


U(z, ж, t, ха) ВАНИЕ ЖС ОЧ z, м, >, х, ERDRE 


于 2, BUAR 9—0, Бир (4.6) ME 
дн д», 


ATAR: 


P*a, tn +, э) = E (g H De + Waitt ts ta) + 


+ бик) + U(z, ms ttt, Sa) + У) Оаро, ку), 
Б] 


1155+ 


SREDITE, RPF V* 关于 + 的 全 导数 
av“ ҹа ar? dr, 1 ду? dx 
ё fA ðe, dt ду d 
Газ Lau, Ña ПИ 
У. Be + 24] р> (рка) + 
+ кып —8)) + px + аде т) 


+ ХК а), 056) + 
о + 


+ [Ce + 02+ 309 ез ‘grin, | 


* ХФ, а), +, И + YG — r), 
ale = D tee, tale — r))] = 


一 > ЕЖ әх U4 > Ars u PD) х) + 
+ (p, та + хә, (站 的) + 


+ PED, 09,55, 9009] и 十 Dz + 


+ ра, с, ы) + E aș d) 
к=: a 


ГЕ, абд, ч + УСО, AD, es 
х [0+ 20 2.5, а) х 


= 


х [$ Феб) 一 zelt — 0)) + 


二 CO 一 ee + Уб, эст, 900) — 
Убе, | + 


十 [а + дж + > Оа сс, 下 


+ 96 +. 


ой ба]. и 
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Убе т) а) а - р = 
= I(z, а, ++, Xa) — TICE, zi, с ка), 
我 们 知道 , 当 满 足 条 件 ; mm 为 奇数 与 g + 1 < 0, 则 (4.4) 存 在 
ВЕНЕВ 
Ув) = та D E Wen Б) 


+ OE в ть, 6,), 
*E3 + 的 导数 由 (4.4) 构 成 , 即 
AE) —IG+D + Ele, В, e+ 
КАК 


+ Уе У) Fale, в, . ВЕ 
= «Эп 


DERM, EIEE M x — CO KRE, Вр 的 第 一 部 
分 , 即 


Ila, а, #5) = |2 + S anat 90] x 


mal д», бп =, 


х [> (р + ан )=zs(2) + (р, + ад) + 
= 


+ хаб), «Кд, ses AD + YO D 
EADY] + [+ De + чока, а) + 


+90 +40). (хо, 6, 5, а + 
ах 


Әх 
+ УС), #10), xa) 
因为 (4.3) 是 拓 失 变换 , ЯНИЕ + 一 一 … = x, = 0 的 充 


分 小 邻 城内 ТС, та, …，z) 亦 是 正定 的 ， 玫 样 一 来 ,我 们 只 要 选 
БОБА т, ЕР" кйш СА, za а), 
朗 选 择 充 分 小 的 +, 使 下 列 不 等 式 成 立 : 
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IG, хуз, к) = 


на +4. 


m ЕК 


TÈ „| 0а + ‚| 20 а + 


=e 


+ Í BRAGG а). xn) а] + 


єт de 
+ [ce + Dz 十 > О, сс, ж) +27 + 4]. 
. |, ау(х(в). б). 0 (0) ИТ < 
rr d: 


< Пб, xu, +++, ж), 
这 样 一 来 ,我 们 就 可 建立 类 似 于 定理 1 的 方程 组 (1,1) 与 (1.2) 的 等 
价 福 定理 .而 对 剩 下 的 两 种 岳 形 : 
Gi) #+1>0, т 2р; 
Gi) #+150, mm 是 偶数 ， 
我 们 亦 可 建立 类 似 于 定理 2 与 定理 3 的 方程 组 (1) 与 (2) 之 关 的 不 
稳定 性 的 等 价 性 定理 。 这 里 不 再 重 述 了 . 


$3. 第 一 临界 情形 , ЗЕЙНЕ КЕК, З 


当 (1.1) 满足 条 件 
XCO, e, 0, ж) = Х,00, 557,0, ж) = Y0, 0, х) = 
= ү(0,:-:,0,х) =0 (GO—1,2,..",n), 

我 们 就 称 (1.1) 为 奇异 情形 ， 根 据 李 雅 普 诺 夫 定理 知 ,1.1) Е 
解 在 奇异 情形 永远 稳定 ,但 不 是 渐 近 稳定 ， 显 见 

=c, мя, = 0 (11) 
是 (1.1) 的 一 解 , с Е, ПНЕ < = ОСН; 
这 说 明 (1л) 的 零 解 是 属于 一 个 参数 的 与 定 运动 旅 (1.1) 中 ,对 应 
于 < = 0 的 一 个 证 定 运动 ， 对 (1.1) 中 之 任 一 个 驻 定 运动 《例如 
ж — Суур = с = x, = 0), MRR PHE ESPRESSE, 
EURA (1.1) ZFR HERPEN, Вр Sraa 
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为 正常 数 ) 时 , (1.2) РЕКА Li (11) СЕНЕ 
00 回答 是 肯定 的 ,也 就 是 说 ,在 奇异 情形 下 的 微分 方程 与 微分 粱 
分 方程 之 章 存 在 稳定 性 方面 的 等 价 性 关 采 ， 下 面 我 们 就 来 论证 这 
一 点 。 

ERA 已 知 (1.1)' 的 平凡 解 是 稳定 的 , 则 存在 一 正 数 

А = A(X, Y, р, а», Xes Ye) > 0, 

EH r 满足 不 等 式 0 < + < A, 则 (1.2) 的 平凡 解 亦 是 稳定 的 . 

Ш. 将 (1.2)' 改写 成 下 列 形 式 : 

BU) 


О ХО, лә se) + Yz, жс, ха) + 
+ [YG — 70); ale rG2), 55, 


salt 一 TD)) — У), а), a), 


#0 SY (pataa AHAL, Ко, ` 


ОСОН ОКНО) 
+[> g, (z (в — TUJ) — xl) + 


+ УК — т), =G — т@)),- 
ааб т(1)))— УС), na， =] 
(1,2,5, в), 
由 条 件 1°, р + фе 一 BoX| = 0G, о = 1,2,:: n) 
所 有 根 X,G == 1, 2,555, n) ЖАЛЕ ЗС, Вр ReX) < 0G = 1, 
…， в). HIER RETKA 
Иба) = —2 2, 


1-1 


теклик Уба, trta xa), В 


rtan] =-У 8 G 


5515 


(1.2) 


яти | 
DSE [X өз + ад, + Хз, я, + 


т=1 Өх, т 
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жуда = яч 32x 
#1 Эх, 


БЕП 

X (Хх, яс, з) + Y,(z, ле, )), ал 
НЕА Хх, 0577 
> ФЕ (хх, ау) В Уа ху 9) = 


s= 


= > faala, 2 5, ®„)кахв, 


aT 
Жз faz, мост za) 是 Axis == 1,:: 要 的 解析 西数 ,其 展 式 
的 首 项 次 数 不 低 于 1, ÈP }еа00, 5-50) = 0 (а, B= 1,2, "| m). 
因此 ,在 原点 的 充分 小 邻 域内 ,(1.1): 是 负 定 的 . 
我 四 借助 于 代 换 
&G)= е) (G= 1, 2 n) 
(这 里 a > 0 ВЕЖ) НОА н ХОУ, ВЕР 


dz, 
dt 


23: 
ZŠ: аве к, + е В 一 


ан ere + н. + Инь з, кй + 
= 


+ Y,Gz, ms s 2a) + У Че (в — 8G)) — #2) + 


= 
Я (е BC) ,xis — 800), ++, = 80) — 
РОО)" 

Ее ЧЕК) = z (2), БИА 
хт — 4) = Ее — aye m ee Е — д), 

因此 ,将 上 述 方 程 整 理 一 下 朗 得 


ELD — pet ае ан + 
. 


+ etA Lee, e, EEn, А) + 
十 YA(e E, ++, е7, х)) + 


a 16C e 


+ У) а (е — TE) — ЕК) + 


十 el Сато е 0) ече“ „о — 
— т(@)), zG — т(г))) — Убе 100), 5-5, 
е0), G] G1, 2, сп), (1.3) 
根据 (1.3), 我 们 作 VE, En) 的 全 导数 
dr _ ora, 
үл -52 06 Sx БЕ. r> (ве + фе дд, + 


+ еее е ее, z) + 
十 Уеа, ое ете, z)) + 


+ ые" д — 7) = ED + 


+ [У (ее (а т), етее (2 — 
0) Уен, eed, OI} = 


一 一 > б 2aV(&,, 6,6,0) 十 
т 


У ете, еее, z) + 


= r. 
+ Ye E 506, ете, x*)] 十 
. + > S= [Z аер — т) 一 EKD] + 
| еч Da sr "на 一 站 ea 
— r)x(z т) — Yere), ` eEG), xG] 一 


= HEG 556, $), х@); ë G — D, > Sls т00)), 
z(t — т»). 
我 们 可 以 选择 a 如 此 的 小 ,使 得 


=D E+ avl eg Ea) 


= 
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DEEBA, BHM, AH X hx, 0,..-,0} = 0, 
Ух, 0 DD = 1,0-3, т), 
因此 在 区 域 
20,16, SB, e| SB (1,2,5, а) 
内 当 8 充分 小 时 ,我 们 有 下 询 的 居 值 : 
| + 
у дё, 
+ УЕ уе, х) | < 
= вА + - + аЛ) 


ih хуу, Este ЗЕ, 我 们 有 
XY (хде, 


= 


+ Yee g TEn ху] = 


EEn у) + 


= 2 бе "фа, En баба, 


би 
E . 

和 (0 577,0) =0 (а.В=1,2, 1... в), 

ARER B 选取 竺 适当 小 ,证 可 使 得 正 数 好 任意 的 小 (注意 了 的 大 
РЕЯ В ЕО. 

RERI ФО! Зз „ЖҮ БАЗЫ. В Эр ЖЕЙ. БЕЛЕЕ “С 


一 # Нар, 557, 6, 
+ < Е.) + 
= 


„ 


+ У) r. [Xe 


— Y (e, ex)] 
ERES, àE 2ZEIRIEIESK В MER БЯО, H 
TER HEG > ВР), аг); Ее — 70), +, а Т), 
200100) 当 z 二 0 时 是 负 定 的 , НЕНА ЕТС A>0, 
нос Аа, CORR 600, КОНЕ — 0), 
эз, А — д), =G 一 Ко) 仍 是 负 定 的 。 至 于 入 的 估 值 仍 如 
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ПЕРО УВЕ БЕЗ „ЛЕНИ ЧЕ ГЕ ЖК АЛЕ 
сету ELDE ее т) е Не" 1 = 
=. |. (++ ena. ede a0]. 
РЕЧНЫЕ, ВАЧ 
= 1 
^ 22с0[аМ а + {За 2)c +t2Mi(i+e)+2M +e]? 
其 中 со, су, Му, M; ЗЕЕ, S) H 


VRE) = У) сы в, 


= 
可 得 | 
съ = mar cappe = max [|pe|,|g:=|]， 
E= lem SL 
M= шах [ХИ а РА Y), Cs 2,500 n> 
&] “Е 
x< В 
| ду, | | ду, ` 
м, = f A 
ре ( Öre 1| Be А G =L, +, m). 


V 
Е ЗВАНИЯ ЗЕЕ ВАТЫН (1.3) 的 平凡 解 当 0 < z < АВА 
稳定 的 . 
ЖЕНЕ — A <ç 
<0, 我 们 取 初 始 画 数 ФО, 
ФК =L, 9) 满 足 不 
等 式 в 
1Ф(@)| < 0, ФАР «л ; 
G= 1,65, n), 
Жн 0 < z< В, 而 出 比 初 
症 画 数 所 确定 的 方程 粗 (1.3) Е 52 
的 解 «Е (Ро 一 1，2，…， 们 至 少 在 0 < e < T ЕЖЕ 
ЕВ < В, JKD] < B 6 =1,2.---,»), 
在 这 段 时 阐 区 天 0 < , < T E, 0 < r SAH, RAA 
12 


= <o, 
dt 


v (b 8)=U, 
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所 以 
КТО, ЕКТ) = У, + 


+G Ei у, 6, €D, an 
"Ó ағ 


其 中 
ФАО) = (= 1,2,++-, n), PL) == xo, 
因为 УСЕ, O, 6.) 是 正定 的 ， 所 以 我 人 只 要 把 初始 画 数 
Do(D 取得 适当 的 小 , 居 由 民 .4) 可 淮 得 , 当 0 <: < T W, 
МО < A e122), (1.5) 
В A ГЕМЕ h, ТАА ФС), p (483825 ЙЧ 
Һат, 
ЗАРЕ Н.Я, 当 0 < T FF, 对 应 于 方程 组 
(1.3) 在 0 < r < A К ДО 满足 不 等 式 
ОТБА (1.6) 
出 此 郎 知 
[ик — r)| < Ate", (1.7) 
ААУ) е Хао), 0) an) ВУ — т), 
mile — r), с ole — T) Е 0 < £ < T ВИ FTESE: 
ГАС), и, ++, 二 Уи т), 
(в — r), xG — r))| ХО), 00), | + 
Убе т) ва (е 0) zG т) 
< МА зет" + Midye "te — (M, + Муу де, 
其 中 MoMi 是 正 的 党 数 ， 因 为 由 条 忻 
ХО), 0..0) = 0, УЕ r).0-..0) =, 
再 根据 方程 粗 (1.2; 的 第 一 个 方程 知 
ко pO + | GO, aD, МО) + 
+ Уи т), —r), з, т)))ав, 
EA 
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Со < p0) + (м + меа, | е“ 一 


u 
o 


= Ф(0) + (Mo + meat ==" ) < 


< ф(0) + (Mi + Ме) а (1.8) 

现在 设 s 是 任意 小 的 正 数 , 在 任何 情况 下 ,我 们 都 假定 写 比 有 

还 要 小 ， 这 样 一 来 .我 们 只 要 适当 的 选取 w, 也 朗 是 把 初始 画 数 的 
变化 区 域 取得 适当 的 小 , 就 可 使 得 А, H: s 小 , 且 还 可 以 使 得 不 等 
(1.87) гн ЕЕ в ЕК, зра нА УНИИ, 因为 初 
姑 函 数 的 变动 区 域 取得 适当 小 ,就 可 使 得 p(0) 与 A 任意 的 小 ,而 


Мо + Мет эзле нс, 天 此 就 可 使 
PCO) + + ме, < в, 


划 从 不 等 式 (1.5) 与 (1.8) HEH , 对 所 有 + > 0 的 时 间 z ЇЇ, 不 等 
式 


ELD <B, «В G51, a) (2.9) 
жыйа TER 
Ге <s, [| <s (1,555, n) (2.0) 


ERRE, AA в < В, 因此 不 等 式 (1.9) 5 (2.0) ВИН 
E, RRE ARAH (1.9) 在 0 < z T HARE, 而 在 以 后 的 
BH), 如 果 要 破坏 这 不 等 式 , 必定 存在 骨 时 д г > То, ДНЕ 
ФБ ЕКО Ge = 1, …， n) В 33 B E. #5 
Ti 3k ER BB 051 , A AERDEN, 条 件 (2.0) 还 是 要 袖 保 持 的 , 因 
此 所 有 的 EO, АСОИ е, 

党 之 ,如 果 在 初始 时 —^ << 0, АН ФС), ФИ) (= 
21, +, я), 满足 条 件 

ФС) <, Тр) < G =L, n), 

草 在 以 后 的 所 有 时 间 , 序 г> 0 的 z 将 满足 不 等 式 (2.0)， 双 由 于 
£, — ем. x, Вх (0) = её г), 所 以 
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[01 < e“ < e, ЖЕ 0. 
АА (1.2) 的 平凡 解 当 0 < т) < А РЕЖЕМ, 定理 证 
HE, 


$4. 第 二 临界 情形 的 反例 
对 第 二 响 界 情形 , 举 了 一 个 反例 ,不 存在 等 价 关系 
2 = y() + KOG) — yG —т)), 


WO (каф — xG — r)). 


ё 
ШЕРОН, K 0, z > 0 ЛАЛЕ, 
其 特征 方程 为 
—А 1+канле"® =0 
—1 — KU — e) = 4 ? 


Ë 
+ [1 + KG — e) = 0, 
Ж 3 = (ат), #(0)—0, 200) = +i, А) =. 


我 们 有 
ah — аа а аА _ 

чаи + ка е 21 [к (2+2) о, 
Жт=о, ¿= +; 代入 有 

AEDI + KCE) = 0 

dr 

或 

| | =o 

ат dr т ат h= 


н, K < 0 BF, т Ст > 0), А] 
#(т) > 0, 
由 此 得 到 不 稳定 . 
另 一 方面 也 可 以 证 明 , 当 之 0 时 ,Tt 足够 小 Cr >o), R 
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因 r 王 0 时 ,有 
2⁄2 ак =о, 
ат. 
ik 
2| фк 
dr а 
对 所 有 虚 轴 上 之 点 都 成 立 
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第 六 章 ”全 时 滞 系 未 的 无 条 件 稳定 性 


4 1. 无 条 件 稳 定性 的 代数 判定 
定义 ， ПЕЕ 
ao = Ў Caa) + by т) ал) 


Gsi zn r. n), 
ARE r > 0, (1.1) Хан, EREDA 
无 条 件 稳 定 . 


可 入 元 号 及 特征 方程 
АХА:т) = |as t be — 8,41 = 0, (1.2) 
则 有 下 之 精采 . 
定理 1。 жиса) НА EEA FE 
G) AAO) = |а +В, — дА = 0 (1.3) 
ZRAKA H. 
GD 对 于 任何 实数 ? 及 任何 实数 = > 0 沟 有 
Aliy, T) = |а, + ёе"? — Oiy)| >= 0. (14) 


E AEDE, BqNAGSLACPEGO Ках, Е z 一 0 时， 

FOLEZA EPER, ХНУ y А тосо 0 
Абу, т) = 0, 

MYRA т, AECL ARRIER, P Ho E Ra ач, ЫШ 
ТЕШЕР, 

Jaz bk h RE BH ЖЕТИ НЫЗКЖЕ ШЕН ЗЕ, ВП А ЯНВ ВЕЛ xF + 2 p, 
1.2) АЕРА SE B53 ЛЕ ТА ЧӨП АГ. 

ЖА; т) 展 为 4 之 和 多项式: 

АЦ; z) = {1P + аа, = 0, 
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此 地 An 是 ay by R eU EBAR, 

注意 到 a,, 5,, НРА, ВЧ r 0 RRQ) SH, 

де] ад, 
由 此 ,在 + 之 0, Кесд) 22 0 |а Я. Я К, Я: 
K = max |4, 34 z Z 0, Ве (4) > 0, 
Е 
R = max (1, (n+ 1)К,) > 0, 

АРЕ |A| > R Веб) 2 0, RA 

上 一 Di 十 AD +... + Aa) > 


> phlé = laij > 


>= f 一 аа > 
(a + LK 


由 此 可 见 ,在 14| 2 R Z Ве (А) 2> 0 中 ,对 任何 + 2: 0, (1.2) 
ЖА. РЕН, 

В) яп, 4 т = 0 В, CLARAE Re) < 0 PFE, 
现 当 7 关 8 时 „НЕ EE Re(1) > 0 2 РЕН Е T WJ, 
在 一 及 习 | RC ЕЕ А ZF si Е САПЫ 6.1), АН ERG) 
不 容许 (1.2) 之 根 跑 到 А 平面 之 虚 轴 
上 , 放 芝 些 特征 和 根 必然 留 在 Re(X) < 0 
PFPE. HAERE, 

R1 наран Gi) 可 
IRE 


о 


—К<у<К, 
而 不 必要 一 co < у < oo ,这 里 实际 上 
¿er pz Si 
жаг 条 件 6) әле не: 
MR-BEAR УНИСОН, 
现在 转 到 条 件 (让 之 分 析 
这 里 又 分 两 个 方面 : y 一 0 及 y 闫 0， 对 y = 0, RPF G) 等 
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AG0,.72 = |2, + bl > 0, (їз) 
对 任何 均一 样 , 故 不 必 谢 得 , 并 且 这 一 条 件 已 包 合 于 条 件 (i) 中 、 
Ж} у 兰 0， 则 引入 我 们 解决 问题 的 关 链 想法 ， 这 时 由 于 г 是 任意 


FREM, y * 0, ош z 由 0 变 到 | 到 | 时 ， — zy 由 9 变 到 十 2r， 


因此 о РЕНН ЕТ. KER y oç 0, ¿Cri 可 作为 
与 无关 之 一 值 ， EADAE, 5A 
W= —Ту, 

则 条 件 (i) 化 为 要 求 条 件 (1.5) 及 下 述 之 条 件 : 

对 任何 非 雳 之 实 ? BAEK o, 

F(y, e) = |а, + bye — бду) | * 0. (1.56) 

АЕ, ЖЖ A 所 引起 的 困难 。 但 这 里 
由 于 ww 与? 为 独立 恋 量 , 故 可 以 由 (1.6) 将 实 部 及 虞 部 分 开 - 


FU, ш) = Uly, w) + iV y, в). алу 
再 命 
Uly, 0)=0, V(y,e@)= 0, (1.8) 
ВСВ) о С MAESE y (эў сово, sinw) 之 多 项 式 
Ну) = 0 (R Н(созо, sinw) = 0), (1.9) 


这 时 只 要 制定 两 点 : 或 者 (1.9) 式 之 ?无非 因 的 实 根 , 这 时 (1.6) 显 
然 成 立 ;或 者 (1.9) 式 之 ? 虽 有 非 零 实 模 , 但 这 种 实 根 代 太 (1.8) 时 
В DEAM ЗЕНА о, 草 (1.6) 也 显然 成 立 . 和 工 且 要 (1.6) 
成 立 , 显 然 要 制定 这 两 点 

值得 特别 提出 的 是 ,制定 这 两 点 都 是 代数 方程 的 问题 ,这 里 蕊 
经 没 有 超越 方程 的 求 根 于 题 . 

ВР: 

定理 2.。 ЖИЛА АА 

G АСА:0) = |а, + by 8,4} = 0 (1.3) 
之 根 之 实 部 均 为 负 的 . 

Gi) 《1.9) 式 中 或 者? KRIAR, RA Y ARL, 但 对 
дзева э (Е, С.В) ББ w, 
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аА ЕЛЕЕ); 
GY (1.9) н о Е, o RE SAR, ERES w fi, 
ODLARA АЗЛ у, 

ЗЕ ЗЕЕ яаа ARER. 

AL za 一 工时 系统 (4.1) 的 无 条 件 称 定 性 
жб) ш 

аг 

ALRT) ва + Вес" 1 = 0, 


аж) 十 вк — т), 


条 件 (i 朗 
АСА;0) =а+»—А=0 
之 很 ¿= 一 (a + P) 有 负 实 部 , 浆 郎 
a+ b<0. 
АЕ 
Е(у е) = (а + Ё cosa) + (у + bsin w) = 
" = U(y,o) + iV Cy, w). 


ж 


U = (a + bcosw) = 0 


У = (—y + bsinw) = 0, 
AAP w, 便 有 
НО) = уфа — P 0, 
EH) JES aR ЭИ Atik E: 
#— 2 < 0. 
HRI Ну) ARAR, R 
уйе P — 2 >a, 
0220, 由 此 可 由 五 一 4 及 了 一 0 得 
М y 


tne = 一 一 
2 


对 任何 实 у, o HARR, kU = 0 E: = ОНА о А, 
总 车 可 得 无 条 件 稳 定性 之 充 要 条 件 是 
G a+ P< 0, 
GD É — 2 < 0, 
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ЗЕЕ 
а+Ь<0, 5-20, 

其 无 条 件 稳 定 区 如 图 6.2 HAEREA. 

ЖЬ с = 0 Ef ( x )# 
示 不 是 无 条 件 稳定 区 中 之 点 ， 原 点 
BRRR, 

ELF 5 — z = 0 ВТО 
示 是 无 条 件 稳定 区 中 之 点 。 

其 他 之 点 均 不 属于 无 条 件 玖 定 


к. 
#2 ий — ЕЕ 


5-10 


图 62 НАЯ 
209 + 20 + ble) + z(a — z) = 0, 
ALAT) = А? + ай + + се = 0, 
Ср 


АСА;0) = Я + «А+ в +2) = 0 
之 根 之 实 部 为 负 , 环 郎 要 求 
a>0,8+c>0. 

ОО 

Fiy, w) = Uly, w) tik (y, в) = (уБ e сово) + 

+ Кау + c sina), 
电 
j кє — у? b + c coso == 0 

E - 


V = ду + c sino = 0, 


消去 得 到 
Но = у + у + В = 0, 
此 地 
A= «4—25, B = b e, 
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mitu 


НЭ РЕЗЕ 


或 者 42 — 48 < 0, 

或 者 &— 4B = 0 Z 420, 

或 者 2 4B>0, B>0, 420, 

或 者 0 48220, В — 0, 420, 
也 可 简化 为 

或 者 420, B 2 0, 

RE A<0, #—4В<0, 


EF F (y) = OAAR ЗЯ ВІН Р = 0 可 得 出 实 的 w Кто 
也 将 满足 0 = 0, KERR. 
АЯТЕ ЖАКИ ЛЕ 


А 


G) a>0, 
b= c > 0; 
Gü) ул = P — 2b, 
виа, | 
Е —ДЁЗ.: єз 
或 120 ж B20, 
或 A< 0, #— 4B < 0, 
4 及 B 所 满足 之 条 停 如 图 6.3 ВОК. 


$2. ЕЖЕ 
IIA = 2 时 (1.1) ИЖЕ „ТИИ НЕП ХУШ 
SER ЕВЕ. 
в 1. ИА 
JG) = ал* ааз + бля? + аук Рон = 0, 
aq 0, НН ЕЕ Е РЕЖ — 
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《 甲 ) al > аа 


Ата: 
(F) д>0, 
<), д=0, 


2a} — 3a0a + ива; = б, 

— 341 + бала — + ааз На Е 9 [ви 
(г, а] == да, А>0, 
(m) a< аа. A > 0, 

— 3al tóma a habea ааа > 9 agar ai], 


些 地 


А 
A=P 2р = ов "С — а), 


x; 0) 之 四 个 根 : 


I = may 一 Алла: + За, 


注意 


За + баба — Aaya, + ана = аў | — а), 


ЗР. ВНЕ ЗВАН 
A < 0, Bl flx) = 0 有 两 实 根 、 两 复 极 ， 
АО, В К) = 0 有 四 实 根 或 四 复 根 ， 
ВЖ, REHE А рН. 
为 此 ,将 ftx) = 0 ZERRE Вр, ИЕН. 
因 а, 2 0, 故 原 式 可 用 а, ЖЕ, 
24 十 4Buxi 十 56Ba2 + +В + В, = 0. 
此 地 


а а 
В =, в, =, p, = Z, p, = =, 
om а а аа 


14+ 


KAEH 
y=r +B, 
WRAEK 
yt + 65Cx + 4Cay + C, = 0, 
此 地 
C= В. — В, 
С; = 28% — 3В,8, — Bs, 
C, = 一 3B1 + 6B,B} — 4ВьВ; + Ba 
以 下 将 分 为 三 种 情形 来 研究 : 
C> 0, C, — 0, C0, 
(т) Cc; > 0 之 情形 . 
引入 变换 
у= Kz — y Cr, 
ЕТЕ овој 
а ба + Аа 0, 
此 地 
4 <= GK”, А = GK”, 
ХЕРЕС hi, 由 于 只 有 五 个 参数 лу, а, RM 
便 可 在 (4, 4) 参数 平面 上 来 作 图 对 一 个 实 z, 这 个 方程 表示 
一 条 4 平面 上 之 直线 , 当 x 变动 时 ,这些 直线 在 A,A, 平面 扫 过 
的 区 域 容 易 求 出 。 求 这 直 缀 族 的 包 线 得 到 方程 为 
A = Сл, + 3) — 2744 1 — 45 = 0, 
ЖАН БН 


4 =1, = 0, 4 = 1, À, 4 
代 天 公式 有 
I= 4 —3, J= A — 1— 43, 
Ti А = Р — 27788. 
型 可 由 
в T AA + О 
及 其 微分 
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£= + 125 + 44; =0 


消去 > 得到. 
入 二 0 是 一 条 高 阶 抛物 厂 如 力 6.4.。 这 时 有 一 点 值得 注意 的 
а] 6,9) 是 А = оживи, E 
有 一 个 你 立 点 : 
A = 0, A, = 9, 
АНХ АКЕЛЕР z 使 直线 过 此 点 ， 
故 强 点 用 对 应 之 方程 也 无 实 根 . 
Е 6.4 АЯК: 
情形 (用 ЗЕ 2 36 BE ДЕЕ ЛЕ F ЧАС: 
сш A > 0, 
сш, A=0, A= 0, 4—9, 


ZEREM 所 要 的 条 件 ( 甲 ) 及 ( 甲 》. 
(д) С = 0 ХВ. JEDE 
и + 4Az На. =n 
之 形式 ,此 地 
А = G,, A = С. 
这 时 由 于 
4=1,‚, A = 4 = 0, Az, A. 
KA 4 
I=, J= —4, 
A = 41 — 2741. 
这 时 A = о 6.5, 4 
故 所 要 的 充 要 条 件 便 是 О, 
这 便 是 引 下 中 所 要 的 (Z,) 之 条 件 , а +5 
(A) C; < 0 LRE. Зі 
у= Kz = | z, 


АЗ 
20—62 + 482 + Á, = 0, 
此 地 
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Аз = CK”, А, = СК". 
由 于 这 时 
4 = 1, A =0, 4, — —1, 4, dy, 


ТА, +3, J— —A, + 1 — 4%, 
А = (4, + 3): — 27(—4, + 1 — AD)’, 

这 时 А = 0 如 轿 6.6 所 示 . 这 时 A > 0 分 为 两 个 区 域 , 在 曲 边 三 
角形 内 部 是 四 实 根 的 区 域 , 在 AES 
向 的 那 二 条 曲线 所 次 的 部 分 是 四 复 根 
bebe. Нильсон 
5 №. (0,9) 

四 实 根 与 四 复 根 之 分 办 点 在 4, 
Я, 一 0，444 二 9。 由 此 即 得 所 要 的 无 
实 很 的 充 要 条 件 是 

А>0, 4,29, 

这 便 古 引 理 1 СИЕ, BEL 证 些 . 

下 面 我 们 还 要 进一步 研究 

f(x) = agt + Чая? 十 баз? Чак + а == 0, (ар 0) 
在 |*| < 工 中 无 实 根 的 充 要 条 件 . 

用 上 而 的 作法 , 亦 朗 要 求 

У + 66у? + 4Сзу + C, = 0 

在 B, — 1 < y < B, НЕНЖЗИ М РЕЖЕ, 

以 下 仍 分 三 种 情形 研究 之 . 

(m) c,> 0, 引入， 一 Ся, 序 要 求 

L(z; dy, A) = + 62 + 44 + 4 =0 


4 


= 


PERR. SIA 
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HEL Æla а] ВЕ ЗЛ, Ad ЫШ ЕЖЕТ. (е; А, AD=0 
所 扫 过 之 区 域 如 图 6.7 фа НВС АБУ. 因此 ,无 实 根 之 充 要 条 
HE C, AO 满足 下 面 三 组 条 
件 之 一 : 
(H), Юа; 4, 4) < 0, 
工 (za 4, А) < 0; 
(т), Ш A 2 Ка), 
Llid, A) > 0, 
当 Ка) < А, < Ка), 
AlAs, A) > 0, 
当 A < (z), 


в 57 LG As, А) > 0; 
(В), А, — 0, А, = 9， 赦 ( 甲 ) 类 之 情形 研究 些 . 
(Z) C; =0. ЊВ 


L(z; 43, А) = zt + 4A + A, = 0, 
二 Bi 一 1, а= B +1, 


(ау = —=, 
这 时 要 方程 无 实 根 之 充 要 条 件 是 满足 下 列 两 粗 条 件 之 一 : 
СЭЛ LG; As, 4) < 0, L(m; Ai, A) < 0; 
h 当 4 2210), LC 4, A) > 0, 


4 a) < 4, < I(m), АСл;, AO > 0, 
当 A< Kz), LGa; d, A) >O, 
НРУ. С. < 0, 
L(z; Aa, А) = а — 62 + 44 + А, 0, 
Bt „=i 


ед Vial 
gla) = фм + 3z, A(A,, A) = (A, + 3: — 


一 27(— 4, +1- 46), 
这 时 z ат 及 土 V 3 是 四 个 分 界 点 。 这 四 个 分 界 点 中 可 能 有 一 
个 ,二 个 ,三 个 或 四 个 在 区 天 [xz] 中 。 也 可 能 一 个 都 不 在 [ayz] 
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tF. Ао Р TRR, 
现在 研究 44 ЕТШ. ЕТЕ Lle; Ау, AO = 0 Щщ ea 


时 所 扫 过 之 区 域 . 
第 一 类 情形 : 
Fe АЯП: 


第 二 类 情形 : 
下 面 三 抉 之 总 和 : 


第 三 类 情形 : 
ЖОЕ в: 


第 四 类 情形 : 
三 块 之 总 和 : 


第 五 类 情形 : 
之 总 和 : 


先 作 五 种 基本 区 域 ,再 作 一 般 情形 . 
а< а —/3з, 玉 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 


Lla) 20, L(z) < 0; 

L) <0, L(z) 2 0; 

Lla) 20, L(z) 20, A < 0, 

ala) < A, < z(z). 

一 V3 Sas n< 1. 旋 时 扫 过 之 区 域 是 


Lla) < 0, (а) 20; 

L(m) 20, Lla) < 0; 

L(z) 20, L(z) 20, A20 
z(a) < 4, < вт). 

—1=< =< z< 1, 这 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 三 


1(а)у= 0, 105) 2 0; 

LCa) 220, L(z) < 0; 

L) 30, 105) <0, A > 0, 

ЕС) < Аз < 600). 

1<а<а<уз, 效 时 扫 过 之 区 域 是 下 面 


Lla) <0, LCa) 20; 

工 (z 20, Lla) < 0; 

L(za) > 0, Lla) 20, A > 0, 

ба) < As < ка), 

V3<n<m КИЧЕРЕ EER F ZD 


L(z) &0, Lla) > 0; 
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Lla) > 0, Lla) < 0: 

Lla) 20, LD 20, ASO, 

g(z;) < A < gln. 
БРЕНД НУ ГРИН: 
3, +1 МИ Га, а] РВ, ВН ЕН 

种 作法 得 到 三 块 区 域 ， 这 些 区 域 之 全 体 总 和 便 是 在 Ad 平面 上 
(заде [zi n] 变动 时 ) L(z; A 4) 一 4 直线 扫 过 之 全 部 面 
я, 
. А 
+З, 士 1 ЖЕ Га, 为 ] 之 关系 可 有 У) ;一 15 种 可 能 的 


л 


得 售 , 其 他 五 种 已 如 上 这 ,其 他 十 种 可 直上 面 五 种 址 成 . 
为 了 韦 写 简单 起 晃 , ЛЕВ: Rila, В) 表示 AAT 
平面 上 下 可 两 填 点 的 全 体 : 
Lla; Аз, AOL(8; Аз, A) < 0 
x= 


(а; As, AD 20, L(B; As, A) 2 0, 
Alda, А) ED, z(z;) < A, < ва). 
Ка, B) EF: 4,4, Е КИ а: 
Lila; А, ат (В; А, A) < 0 
№ 
Lla; Ai, Ау) > 0, LCB; А,, 402 0, 
AlAs, A) 20, (из) < Аз < нб), 
Rita 8) Жл Аа. ЕШ ЕТ ШЕЛ se АЕК: 
Lila; dy, AÐLCB; А, А) S0 
及 
Lla; ds, а) S0, ГВ: A, AO < 0, 
Ald А) 2 0, ва) < А, < (в. 
利用 这 三 着 符号 可 以 把 上 述 十 五 种 情形 具体 写 下 来 : 
当 tla, wl 中 变动 时 ， 直 搁 世 Lz; А, A) 一 0 在 4,4, F 
面 上 招 过 之 区 域 如 下 ; 
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а< а 一 W 3, М Ва, а); _ 
а — (3 <= <, Я Ка, — V 3 及 Ri 一 Y3. 
m) 281; 

z< 3 < 1661, ДВ Ва, — 3), 
R(—V 3, — DR R,(—1, z) 之 总 和 ; _ 
aLI <—1<1<=xn< з, 0м 3). 
RA 一 VY 3, — 1), 6,0—1, 1) ВИ, а) ZEA; 

а —А/'з <—1<1<43 <= ША R(a,— 3), 
в 3, 一 1) :RC 一 1:1), В, 3) Ж RG, а): 
Мая, < —1, М Киз, z); 

—V 3. < —1 «1, Ва, ПЖ ЕК —1,ж) 
之 总 和 ; 

VE <S=< —-1A<1<=x< 3, М Rilan 一 1)， 
RX —1,1) 及 ККТ, а) ЖАЙЫ; 

AI <a < —1<1< 3 < z, АВА, 1, 
К-т), И 3) E ВК, а) ЖААЙ; 
152.61, Я Юва, а); 

—1< 11 < м3, Ду Вул, 1) 及 Ri1, ай) 58. 
їй; 

— < <1< 3 < x И Ви), ВАМ 3) 及 
RY 3 ,为 ) 之 总 和 ; 

Сасе, Аа, а): 

I<x< V & а, И уЗ) ЖКО 3, m) 2 
тт; 

Мз <= < ms ИБН Куба, ль), 

上 而 十 五 种 的 规律 是 很 强 的 , 女将 [z1, al Btv 3 , +14 


НЕВЕ, ТЕ КИ T Ez 


а АЗ, Уз «ак -1, 151, 
1<z< 3, РЗ 


* 181" 


RASIM R. Ra Юз, В, R, 区 域 即 可 。 为 此 ， 我 他 以后 提 可 将 
简化 为 本 号 
R, я). 

Я БАНЕ у, 具体 表示 那 一 种 则 依 [x, z] 与 
МЗ, *1 四 点 之 关 条 而 定 。 

ВТ ЕЛЕЕ. 

引 理 2. ИА 

JG) = ар А #au 十 баз? 十 Хауг + aa == 0, (aa >ë 0) 
在 |z| < 1 Жз JE SE Ff Ее гани 

Е 


<= (а) Е (2), 
в=з(шу—з(ж)(ж) + (=), 
с (862) (=) (9) (а) + (=) 


(т) с, >o, № 
4 = G, (C|, д, = cc), 


1 т 
я = 了 =: = ==, 
Ус, Ус, 
Қа) = —0 — 3а, 


L(z; Ay, A) = zt + 6@ + Ady + а, 
А = (A, + 3 — 27( A — 1 — А) 
RIER A, A В РЕ: 
(y Жз; As, A) < 0, L(z; ds, 4) < 0; 
сн 34 A, > (ау). Гы; A, A) 2-0; 
当 Иж) < A < Ка), АСА, 4) > 0; 
当 ла (а), а; An 44) > 2, 
<), 4 = 0, 4,0. 
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下 面 是 第 二 神情 形 . 
(Z) С. = 0, йб 
4з = С, A= С 
а= 1, = 8+1, 
а aa 
(а) =, L(z; А, 44) = zt + 424, + A, 
A= A — 274, 
WER 4, А, 满足 下 列 两 组 条 件 之 一 : 
(Z) L(m; А, A) <0, L(m; A, A) < 0; 
Z} 
34 472 Кат), L(m; Аз, AD > 0; 
当 Ка) < A < IK), АСА, 4) > 0; 
当 д, Ка), L(m; Аз, AD > 0, 
下 面 是 第 三 种 情形 . 
(W) с, < 0, #6 
4 = 6.141), д, = сс У", 


2-1 iya 
x = — ,站 二 -名 э 
мМ] Мс 

gle) = 一 中 十 3z， 


L(z;4,, A) = д — 62 + 4ds + A, 

А = (4, + 3) — 270—4, + 1 oA, 

Ra, В), R/(a, В), Е.а, В), Rila, В) 
` ЕШ, 

BERM, ANTEE КС, аз) HEER, A) 在 АА, 
EHER (и, АН. JARC, ШШЕ}, ВИЗЕ КС, AD 
ETAD, 

意 到 R(z,, 22) 是 若干 个 R (a, В) УЖ, А Rila, В) 记 这 
#6 R;(a, В) 之 补 集 , 则 由 
Е = UR; 
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有 = = 

Е = ПЕ, 
因此 ,要 求 (4;, ADE R rh, ВЗ n 40) ДЕ К, ФЕ, 
Саз, 4) FS) Wa E k R: 之 条 件 , 则 为 充分 而 且 必要 . 

上 述 情形 虽然 复杂 ,但 是 都 只 用 乃 系数 的 如 扰 乘 除 乘 方 开 方 。 
因此 是 代数 制定 。 这 里 不 只 特定 实 环 之 有 无, MEH Сл, A) 知 
道 它 的 个 数 . 

п = 2 时 人 1) 为 无 条 件 稳定 之 充 要 条 件 . 


БИРЕР 
a) tale D+ hs(D+byG — г), 
а D (1.10) 
V = ежи са — ОРУ а г). 
n 
AG с) = |? + ae 一 六 页 十 Be ™ = 
atat А+ фе i] 
= Ает Ае AQ Де = 0, 
此 地 
Ё, Ф, ë, 
a=] |, a=] а | |, 
cl 4 а d ca d 
а Ы 
4 = бя, ds = —a — d, 
с 2, 


Ж L= у, —ir = iw ЖА АСА, т), ИЖ 


po o) =|” Tae iy h + he's j= 
а + се" dh + феб" — іу 
Zu(x,o) + (у, ә), 
此 地 


Шу, w) = [4+ созо сз 20] + [ — Аз ть] уу", 
Viy, œ) = [Arin wt Arsin 26] + {A+ Аусоз]у, 

由 定理 t 知 (1.:0) 为 无 条 件 稳 定之 充 要 条 件 是 

G) А; 0) = (A, + A, A) + (4, + 4) + À: = 0 


СЫ 


之 人 有 和 负 实 部 , 亦 朗 
+ A + A 20, A + 45 > 0, 
(НУ РВЕ т > 0 (r = 0 ВИ G) 中 考虑 过 ) ATSE 
的 y 均 有 
АЌїу,т) = |а, + Бе" — в, | A o 
广 意 到 (说 中 当 y = ов, ВС) 
A(0, т) = |а t byl = А, + 4, + 4, >0, 
故 知 (1.10) 为 无 东 件 稳定 之 充 要 条 件 是 
А+ dit А20, AtA >o, 
GD” HERTA т > 0 REREH y = 0. 均 有 
АбЧу,т) = |z, + ве" — в, У) = 0. 
HR a, b, д, ВЕН, Je 
Aliy, T) = 0 
中 之 7 如 有 正 实 根 , WARR DBS3ESPARERST, ЗОРЕ r > 0, 
узе 0, 一 ty 便 可 正 可 和 灸 , 只 是 不 为 0 , WË o = 一 ry TETK, 
只 是 不 为 0。 由 此 即 得 (1.10) 为 无 条 件 移 定之 汉 要 条 件 是 


© А+ A+ 420, 4+ А529; 
(Т) 对 任何 实 的 中 兰 0 及 任何 实 的 ? == 0 均 有 D(y, w) < 0, ВП 
有 


[UG, ® + (Убу, өэ] а 0, 
. 惠 在 由 联 立方 程 
U(y, wo) = [41 — Aycose + A,cos2o] + 


+ [1—49 ју y = 0 


У, в) = [Aa sino + Asin 200] + 
+ [A, + Ascoso]s = 0 
WA y, ШЕР = 0 H y ÇA U = 0, ДИЗ 
LA, + Aycose + Ascos2e]1 + [— Assin o] X< 
— Asin o — As . A, + 24, совы] 
Аза qan 26 ао И at ee| 0 
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ЯГА, + Аусоз 1° RAR НИЕ НАЗ соз 20 = zoso — 1, 
sin 2w = 2sin асое, sinw = 1 — cost, ВОЉЕ ЗН cosw 之 四 
次 方程 如 下 : 
H(cosw) = acoso 十 4a,cos’w + баусоз?шю 十 
+ 4а; созш + a = 0, 
此 地 
m = 24:4 + 441 — 24,44, 


m = Ай + A,A, — + Ала, 


а= 1 ¿A + 1 лаа + l 442 1 лл. 
3 3 6 6 


m= i Aidi + ; Adds — № ААА + 1 Аа + 


Arda, 


+j- ы 


+1 адл 
4 


G, = Adi — Asi + ААА — А 
利用 定理 + ЯГА ЛИГЕ | cosw| < 1 h, 
IBE HO cosa) 一 0 ALTER o, 
ТЕН: 
С), H( cosw) = 0 无 实 六 ww， 获 时 对 任何 实 的 w 及 实 的 ? 均 有 
[бу р + [V (y, o)F 0, 
故 得 到 无 条 件 务 定 . 
СП), H(cose) = 0 55 o, 
ХЫ ХРАНИ: 
Da H( созш) = 0 ЖЕ ЗЕ a, ВЕ 
A, + Ascoswo * 0, 
Aino + Aisin 204 >= 0, 
ЗЕРЕН y = о НҢ 
__ Asin аљ» + Asin 24% 
А, + Ascos ws 


加 一 
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ЖЁН. x = 0. ЖАЙ у, Ж ао ЕЛ Uly, a), АР 
[A + 4 созо UC yos а) = H(y en) = 0, 
故 
Uy ш) — 9, 
由 此 知 有 实 的 m 及 yl == 0) 使得 
Убу» wa) = ПСу w) = 0, 
由 此 知 不 是 无 条 件 稳定 . 
Da H( cosa) 一 0 之 实 很 mm 均 漠 是 
(A, + Я, сок) sin (Аа + 2Aycosa) = 0, 
ААВ: 

(Пул НС соза») = 0 之 所 有 实 根 a, ИЕ 

A + Аусово = 0, 
ДИЕТУ = ОАЕ ЩЕ y == 0， 故 得 无 条 件 稳定 。 
(Гн H сове) 一 0 有 实 根 mm 使 

А, + Aseos = 0, 
Ae TEN 

Hlcosw) = — sin wl A, + 24 cos д], 
故 必 有 
sinwl A: + 2.4, 05] = 0, 

Ж Т (у, оу) 三 0 对 所 有 3 成 立 , 故 要 由 来 解决 ， 以 下 分 两 种 
情形 研究 : 


Чэ sinw = 0; 

(Los зїп о» = 0, 4; + 24,с05% = 0, 
分 别 研究 之 : 

(Ha sina, = 0, 


ЖЖ a= 0,z. 但 о — 0, R| coso,— 1, TEOR è 
H(1) = (А, + A; + А+ А > 0, 


7-0, Вр a= m, соз = —1, 
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UG, ж) = At А,— у= 0 
中 之 7 或 不 是 实 的 ,或 为 实 的 ,但 为 零 之 充 要 条 件 是 
д — 4+ A, < 0, 
Da зіп wo = 0, w 0,п, 
A: + 2As;coso, = D, 
(HA, + Ascosas = 0 Я As 2 0, Д] A = 0, ЖЫ + 4522 0 
жй) 
UG, e) = A, — Ás — Аубтану — у = 0 
rB э ВЕ НИНЕ 
(Ж — AD АСА д) = Asina, + Жаба) < 0 
或 
Assina = 0, A — A = 0, 
但 后 省 4;sin ww 0 RES, 由 此 只 有 
А а Аа — A) < 0, 
现 将 车 果 总 精 如 下 ;: 
WRA + + 450 或 4, + 460, A) 不 是 无 条 
FRE. AHATE 
A+ At A 20, A+ A, > 6, 
定义 
Н( соз) = [A + Aroso + Я, созо И A, + Ascosa]? + 
+ А4 + 2 созш [44 + Аусозе®][1 — созо] 一 
— [ Ay + 24усоваә]?[1 一 cosso]. 
如 果 H( совок) = 0 BAR в, ШЕЕ. 
РА ГЕ Н(созш) = D НЗ o, 如 果 НС созш) = 0 之 实 根 
а На o $Ë 
[1%— сот 4: + 2.4 соо [Е Aa + Аусозеь] =% 0, 
则 (10) 不 是 无 条 件 稳定 . 
я НС соз) — 0 ZEE ЗЕЯ o НН 
[1 — coo ][ A: 十 2 сова [44 + Ascosa] = 0, 
如 果 H( созш) = 0 之 所 有 实 根 ww 艾 使 
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Аз + Acoso > 0, 
вто, 
АТИ ЫХ сово) 一 0 有 实 根 w BE 
А, + cosm = 0, 
如 果 соза» = 一 1, ВАРЕНЕ ЭК ЖЕЛЕ РЕ ДЕ 
4 — А, + 40, 
ATE созо» зе —1, MEARE ЖЕНЕ 
&— ААА дуу < 0, 
Ежи 
HEL ВЕ САкдронов у fE 1946 年 提出 了 ”一 2 
НОВО. ADUAN РЭА ЕР, Бйр 64 所 解决 . 
ЖИ. 涩 里 的 方法 可 以 用 脏 一 般 x， 也 可 用 到 时 潜 7 不 是 
邮 一 个 的 于 是 .这 些 邯 是 一 系列 的 代数 问题 ， 谭 不 必 研 究 起 越 方 
程 . 
注重 .可 以 稚 得 若 十 充分 条 件 , 例 如 
А + 4+ A 20, Á, + А> 0. 
Ну 05 r, МОЛОЖЕ. Боли 
#| (zy 一 0 在 |*| «ТН ЗЕ ВАС 10) кре 
性 . 
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ЖЕЖ ИРАН 


ЖИЕ HEB Е, TARRAA AANER 
ЖЖ, ААКНА На ЖК Ж ИЛГЕРИ С Сре 
DEENS RIER ERER АО ЯУГА, 
HEBE, ARREA EER AER RRRA 
EERE, 


SL АННЕ 231 
а. 
AD Sak) беа) AD 
: fe 
БАИЯ 
09 m D) oi) + а — zD) аз) 
4 ЕЕ 
1,2,9) 
ЕВЕ ВИЗ НР 
2,1) = |a; — 8А] = 0 (1.3) 


ҚА, еа) = jag bye — ВА) — 0. сыл) 
51781. С) ЖУРН ИОН А ЗС. 
Gi) Юу, et) эё 0, 34 [y] «© Җ7>0,т>0 К, 
(ш) ERAR РОО, W) = 0 无 很， 
ДНЕ А 2 0, 使 当 0 < SAW (,;=1,2,..., 8), У 
(LASTA IERA Jay А Эсер, ` 
и. 将 方程 (1.4) 写 成 下 面 形式 : 
DCA, ем) = A 
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СТ 


ЖЇК A Же, а, Rob G. j= 1,2, yz) 能 多 项 式 . 
ти 220, Вед) 22014, [еч < 1, 
№ 
А = так |411, 141.5 [41 11. 


N 
y 


A 
Re(2) 21 + À > 0 PF A 
СА 
DÚA, e71) = 0 n | 
Z 
无 根 。 由 Л 
Пе A 2 + 3 
ni Z 
palti = АШАА 

АР —1 зл 

сМ, 

1—1 


IBA, етн) | S [A] АСТАР е Rl] > 
> АР -141>0. 
1—1 

ПИН, 59 О<Бе(А) «1-4, |1т(А)| Z 1+ A J, РСА, е7) =0 
BER. 

ЭЛЕН R: 

о < ве) < 1+ 4,|(Д)| S +4 

中 的 情形 . 

БЕЛЕ ДЕК ЕЖЕН DA, ем) = ОЖ, Кел) 20, 让 所 
答 的 条 和 片 G) 在 RelA) = 0 上 不 存在 根 , 故 只 有 在 RR 内部. 

Вт min (р, АВЕ т 的 情形 邹 可 ， 当 r—=cç Pp, 
至 少 有 一 个 极限 点 一 As、 RQ) АСР, TAH r— co 
BF, e — ть ->0, 这 与 方程 (1.3) 在 RR 内 无 正 实 部 之 根 是 子 盾 
Bg ERCO.) =o, Ар ЛЬ ha = iye Буа 0, ЖЕ 
у» > 0, 


Taya = 2лт + uk, O < ux < 2m, 
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故 至 少 有 一 个 {uu} вы, H z = №, ДН 


>» 
оу e aya) = 0, 
由 此 得 到 
Бу e t) = 0 — Dy е е) == 0 
一 DIDo om) = 0, 


ЕШ 
Dhiya, е7) == 0, 


ИЕ БЕНЯ. 
ЗЛЖ Л, —> 0, Я] Tayy = 2amg + и, (OKUSE), м, > u, 
于 是 
РАД» веть) = ü — ЭКА, e77 et) = 0, 
ÉR тох, ЗС, P| г, 一 > Боо, Я] 
РО. е "еен = 0, 
得 到 
D(0, 0) = 0. 
Ба) ВНЖ RA ЗЕЕ, 
MA тих, AF, НЕ: 
Тл, Ese 22 0. 
此 时 
(Амет e) = 0, 
得 到 
DO, ебә ене) = 0, 
这 与 р(о, И) = 0, W| «АНАЛ. 
88 1 ЕЕ, 
[ЕШЕ 1 АЛА s EE yp арра т: ттд а, 
定理 1， 在 引 理 1 的 条 件 下 .存在 入 > 0, 使 当 
TA G,j=1,2,-::, mn) 
时 .方程 钥 (1.2) 之 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
52 Ж (1.3) Е КЛЕЯ, HAE A > 0, 
使 当 
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нА Cii = 1,2,1,2) 
时 ,方程 (1.4) 羡 至 少 有 一 个 具 正 实 部 之 很. 

WE. 由 假定 方程 (1.3) 至 少 有 一 个 具 正 实 部 之 根 ， 全 为 A. 
RO) > 0, 分 二 种 情形 作 圆 < , 

а) ЖФА Pk. DO, 1) 一 和 再 无 其 他 闪 正 实 部 之 根 , 取 
RPB, м ИАН с, я 为 大 于 1 АСЕ Ф, RR o 使 在 加 < 上 
ЫСА, е7) = 0 之 根 . 

b) ФА, Ш DU, 1) — 0 之 具 正 实 部 之 根 RO) 
>0 人 一 1，2 А ЖА 

(А) > RAD > > Кб) >, ~ 
否则 只 要 重新 再 排列 一 下 符 吉 部 可. 
Ma 


n= min [EAD RGD, mG2 0] 


An REE, % НЕМА С. в ЖН 
如 a) 中 所 要 你 之 性 项 . 


合 
m = min |DA, 1)|, 
ЕСФ 
由 于 T 


RO) >0, R r= min (ти). 


зни 


由 (1.4) (А, ет) = Р(А,1) + 
+ НКА, ей) 
ЫСА, ете) < K, e RO 图 7.2 
其 中 к, УЕ, | 


ln с КО — ж) 
K, 
所 以 
1 i m 
‘> "ы" 
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т = min |Ю(А,1)] > max |НО,е "| 
ДЕС ес ей 
成 立 . 

НОЕН DO, 1) 一 0 5 РО, eP) = 0 ÆR СН 
ВИГЕН. ПРО, D = 0 在 图 C 中 只 有 一 个 具 王 实 部 之 辜 ， 
Ж ОСА, ет) = ü ER С hapo — АЕ. 

ЗВ 2 REH, 

RE ЖЗ 2 之 条 件 成 立 , 则 存在 入 > 0, 使 当 

` r > А (¿,j=1,2, tta) 
时 :方程 粗 (1.2) 之 堆 解 不 稳定 ， 

对 n = 1 及 一 般 情形 之 非 被 性 情形 可 类 俱 于 第 四 章 中 之 情 
Ж. ЖАЛЕ 

ВНИИ, НЕВЕ БВ 
ЖЖ= ЕЗИНЕ ЕЕ. 


EL ZSE 
20) 一 arke) сїз) 
а 
НИКИ, 
ФО) рые — r), (La) 
а 
HEIDE . 
D(1,1)=1— a= 0 (1.7) 
及 
РО, е7) = А a — Бета = 0, (1.8) 


< 一 0 对 ,由 (127) 知 为 第 一 临界 情形 ,此 时 方程 (1.5) 2229882545 
定 的 . 若 取 5 盖 0， 则 对 任何 了 之 0(1.6) 之 堆 解 是 不 移 定 的 ， 这 
是 因为 对 任何 了 六 0, (1.8) ЛУН ЛЕ ЗАБАВА, БЫ, ER 
LERRET И ЕЖЕЛ, 


向 2， 考 虑 方程 
#60 = nle г) + ж), 
У 
(19 
G) а а) жай 9), ? 
dt 
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其 特征 方程 为 


一 
ва, = № рей КГУ 
或 
Рае) = (eh — 2} +1—0, 
ЕИ 


А=е ++, аа) 
H ра) = = 0, А = 十 :为 第 二 临界 情形 ,此 时 对 
应 之 微分 方程 之 零 解 是 稳定 的 . 
可 性 (1.11) 对 任何 + Ад > 0, 总 存在 无 穷 多 个 具 正 实 部 之 
根 , 朗 得 到 在 第 二 临界 情形 下 ,在 稳定 性 间 题 上 不 存在 等 价 关系 . 
ЗА = et +: 具 正 实 部 根 之 情形 ， 先 考虑 辅助 方程 
дне, 
具 正 实 根 之 情形 ,其 中 r 关 0. 
Ф 
FQ, т) = А етк, 
由 FCD, т) = —1< 0, (со, т) = +00 > 0, 知 在 (0,00) 之 间 
Е(А, т) = 0 РНЕ тосо 0, REER 
жй, 
今 考虑 方程 
À = e + š, 
A А = 5% + iy, 代入 上 方程 中 ,就 有 
А + == е Ө +; 
从 而 得 到 
М = е”**°созту, 
L сеу ча, ал 
Hery = 2kr( = 0, 1,2,++.°), 为 了 满足 (1.12) 中 第 二 个 方程 ， 
Hey = 1, ВП ç = 2&m, КВП А = № + i HETERO, 2л, 4я, +, 
2л, :时 为 
дней; 
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之 根 . 

同 理 可 证 ,对 方程 

A= oi 

也 得 到 相同 之 和 畏 答 , 只 要 7 取 一 1 НТ; Вр 2 = №; НИ 
程 . 

因此 ,得 到 对 任意 的 +, HET > д> 0 BF, 总 可 以 取 到 其 特 
征 方程 具有 无 穷 多 个 实 部 为 正 数 的 很 。 故 对 方程 (1.9) 之 等 解 是 
不 稳定 的 . 


$2. 中 立 型 间 题 29 
考 在 常 系数 的 中 立 型 微分 潍 分 方程 
AG + 1) + Bule +1)+ Culi) + рит) = 0, (2.1) 
ЯЗЬ аР) = ФО), (O) = ФО < ¿ < 1), БАЁ фр) 
ВЕРНОСТИ ТО LEANER, ДЇ (1, 之 解 当 * > 0 时 存在 
ВР”, 
此 处 т; МЕХ Я 
оная 4+=1,2,3, 
даче ам Са (РЭ 
s се ( (A— сув р) ). 


е МС сув — D), 


T3 = tg 
Йй (4 — cX B — р) 
тк, х > 
K; — -8t E-D ar | +1,5 =1,2,3, 
= z 2(A +C) 


定理 3， 假定 满足 下 面条 件 之 一 : 
(1) 42> 6%, B> р?, (A + C3X(B + p) > 0; 
(2) Ra) 2 > С, p: < pt, (4 + CX(B + D) > 0, 


K, = Ку; 


Гаа, 
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R b) лс Ci, В" < РАС (В = р) < n, 
— K, + K, = —1, 

旭 方 程式 (2.1) 之 平凡 解 渐 近 稳定 . 

E 方程 《2.1)》 在 给 定 的 初 嫩 萝 数 直 得 到 的 解 存在 旦 唯一 
宙 于 初 姑 醒 数 的 假定 及 存在 唯一 的 解 , 它 满 足 准 尔 布 伦 斯 基 (S. 
Verplunsky)Pa 定理 的 条 件 , 故 (2.1) ZRT REWER, R 
此 , REREN (2.1) 的 特征 方程 的 所 有 根 具有 负 实 部 , 则 得 到 定 理 
кан. 


ЖОПЕ 
Aset + Bet + Са + D = 0. (2.2) 
Шуруга saj PL 
(аа + а) ch z + (Вл -+ Bs) sh z, (2.3) 


aate, ВАС 22, ВВ, | 
Я = а = 1-(4 + сув + n), Боо, (2.4) 
В = ВВ, = — (4 — с)(в— р), | 


НЕЕ ЖЇН Ж СН. Цеботарев № Н. Мейман)?! posh 
果 , 欲 侠 (2.3) 的 所 有 根 具 有 负 实 部 的 充 要 条 件 是 下 烈 之 一 成 立 : 
1) Б: — 44B <0, «В >0, aa >0; 


2) D: — 445 > 0, 或 а) аВ, > 0, аки > 0, э» 
K, = К\, 
或 5) мВ, > 0. aa < 0, 
—K,+ K, = —1, 
ИЕ = 2, 3) 为 
K. +1 (25) 


(= D + МАЛУ 448 
` 28 И 


n = 1, p, = ug 


+197. 


_ — 
-5s \ 


28 ) 

H (2.4) ЯЗСА. (2.6), (2.7), (2.5) 中 ,由 于 定理 1 的 假定 条 件 

知 (2.5) 成 立 : 故 得 到 方程 (2.2) 的 所 有 杠 具 有 和 负 实 部 ， 害 理 证 些 . 
定理 4. PDB DEEA 


т, =í 


в РЕ ВИ <o, (2.85 
а= icl 
则 (2.1) 之 解 
POES ur i тах Гес 9 ИЛЕН ха» 
LJE] oer 


G 2 0) 

成 立 (此 处 玉 失 一 正 的 常数 ).。 

定理 4 的 在 明 比 坊 简 单 ， 利 用 线性 积分 公式 玉 伯 尔 媒 不 等 式 
就 可 得 到 . 

现在 芳 虑 征 分 方程 与 微分 差分 方程 解 在 稳定 半 题 上 的 等 价 
性 . 

将 中 立 型 微分 差分 方程 (2.1) 寅 为 

Ане т) + Bulit T) + Си) + ри) = а, (21) 

PRERE иб) 一 ФО), ив) = ФСО < £ < т), Жин r > 0, 
此 处 ФС) 及 其 导数 为 在 0 < z < т БШ И БЫ. 

定理 5 假定 《4 + С) (В + D) >0, ПВ 4 — С> 0, 
В? 一 D >> 0, MAER т > 0, 方程 (2.7) 之 平凡 解 为 渐 近 稳定 . 

ЗЕ. 由 定理 3 知 , 只 要 输 话 满足 (2.7) AREA 
АА зат, 

方程 式 (2.7) 之 特征 方程 大 

Aze + Be + Cz + D = 0. 
rz = z, 则 化 为 “ 
Але“ + Вбем + Сау + Dr = 3, 

由 于 定理 1 中 (1) Мера ЛЕА ВОРОН P s 
ЖЕРЕН НЕЕ (2.7) ZAE A НА ЖЕСЕ ДВЕ 1 中 《1) 的 条 
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件 , 故 由 定理 1 知 (2-.7) 之 平凡 解 对 任意 r > 0. ВЕКЕ. 

定理 & вх (4 + G) (B + D) > с, МН С 0, 
B: — D: < 0, DHE АСА, В, C, D) > 0 使 (<r < Al, B, 
C, ролл ЕНЫЕ, 

ЗЕ. 方程 (2.7) 之 特征 方程 为 

Azet + Вде + Cz + Dr = 0. 

5 A= А, В = Br, С, = C,D, = Dr, ЗЕЕ H 

《2) 之 风 个 不 等 式 : 
(A+ СУВ, + D) = “(A + св + D) > 0, 

а = Ф Ct > 0, Bl — Di = т? — D) < 0, 

ALA, B, C, D) НВ К. 一 K,, бй 
сай DN 
cXB—D у 


J.1 7 
= 2 (P-E 


/CH C23(D: в | = 
VR z| 


fipa V- O — в) 
[ =“ (A— сув – ру )+ 


1 了 г 一 一 一 -一 一 一 一 
{A CD — В?) 
+= zin- n ср 55], 
得 到 
(VL сур? B2)Y 
ЕН) 
x= а ов ру }/ 
+4 MR 
п се“ сур? y| < 1. 
им 


к< (. :| а мс сууда? в) 5 Кл" — сэ _ 
` (л—с)(в—р)у |! г? B 
= Ald, B, C, D) 
时 , K, = K; 满 足 , 刀 以 由 定理 1 中 (2) 知 , (2.7) PILANE AS 
定 . 
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ФЕТ. 假定 4+C>0, B + D< 0, 4>0( 或 者 4 十 
+с<0, B+ D>20, АВА <0), ， 则 (2.7) 之 平凡 解 对 任何 
т > 0 为 不 稳定 . 


х. № 
НС, z) = Аке + Ве" + Са + D. 


由 于 
H(z,0) = B + D <0, 


На, + оо) 一 十 oo > 0, 
REO, 下 so ) 间 至 少 存在 一 个 正 实 根 sr) > 0, ЖЕТ 
На, м) = 0, 
HE (2.7) НЯ Сие, (27) 之 平凡 解 对 任意 z > 0 不 稳 
定 . 


$3. 周期 系数 问题 
利用 第 一 章 中 提出 的 方法 ， 可 以 研究 有 具 周 期 系数 的 三 程 租 


aD 57 око + BADD G= 12) G1) 
与 具有 时 请 的 周期 系数 方程 租 
809 — > Gans) + b(OsG — ri)) (82 


G= 1,2,:: +, n) 

ВВ ЫК, 此 处 系数 а (0), bG) G, 1.25766, 
п) 都 是 + КОН ЛЕВОЕ НЕ, 

定理 1。 级 方程 (3.1) 之 示 性 根 之 模 数 都 小 于 1, BOLLE 
ВЕБЕ АЛЕНЫ, ИЖЕ A > 0, 使 当 

ОА (,7=1,2,-:-,в) 

时 ,具有 时 请 的 方程 租 (3.2) 之 需 解 也 是 渐 近 竹 定 的 ， 

Е. 对 上 具 周 期 系数 的 方程 组 (3.1)， 一 - 定 存在 实 的 周期 系数 
的 变换 [ 引 


= > ах, (3.3) 
i= 


НУНС АЖ 
| 4 Se G= 1.2, л), (34) 
dt i= 
НЕВЕ ВИР 1, RARECO ZATE 
方程 之 转 征 根 
Ku Kas Xs 
者 具有 负 实 部 。 因 此 ,对 方程 组 ( 3.4) 一 定 存在 正定 二 次 型 
ACON OMETE ONDA 


КЕ 
Ж ЕЛА (3.4) 
ЯР „зул д ax, 
а Ё Әх, ш 
而 Сл), «КР, `" , О) ERER, 
将 方程 粗 \3.2) 写 成 下 硒 形 式 : 


=, К), с, >00, 


ED Угао + одно + hae — r) — 
f i= 


аа = У + кож +40» (a.s) 


n > 
BO D Кет) У G= 12, в), 
нак 
240 = > сылу + E (O), (3.6) 


чо У адб z) — z(y, 
i=l 


Жр ale) E а, O Ж bO ВА, TA Е AEA 
Ж, c; 为 常数 . 
由 市 程 (3.4) 存 在 正定 的 李 雅 营 讲 失 画 数 l), a a 
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zE) 对 (C3. өя 
ЗИ уди Чи уу бу z(y eam ® PD) = 


dt = > dz Т Өз, 
= иш), ян), i) + > Era, 


Са), y я) халш. 以 下 主要 是 来 估计 最 后 一 项 


x Я вво) х 


е адс s y EN] 


一 кк 

而 以 下 的 估计 将 完全 类 似 于 第 四 章 第 一 节 定 理 2 PARE, 

定理 ?2， 在 定理 7 АРЕ F, ИЕН HERAA 
实 丽 数 , 定 理 7 НЕЕ СГ. 

AER INA БЕС 

定理 3。 RIBO DATERES -AIERT 1, ËD 
Салус иат, НЕ А > 0, 使 当 

OKTA (ф,}= 1,2,+-+,п) 

时 ,方程 组 13.2) 之 零 解 也 是 不 稳定 的 . 

只 要 将 右 程 组 :3.5) 施 行 周期 性 鸭 变换 (3.3), 化 为 方程 租 (3.6) 
Б, ЕЕ ЈР 


DQ, 1) = |с — 84} (3.7) 
册 假 定 方 程 (3.1) 之 东 性 根 至 少 有 一 个 其 模 数 大 于 1 而 得 出 对 应 } 
的 (3.6) 之 特征 方程 (3.7) 水 至 少 有 一 个 具 正 实 部 的 特征 根 . 
定理 的 攻 朋 完 会 类 似 于 第 四 章 中 第 二 节 定 理 3 的 证 明 . 
应 用 第 一 章 中 提出 的 方法 可 以 处 理 非 被 性 的 情形 及 第 一 临界 
和 情形， 由 于 在 第 五 章 中 戏 第 二 临界 清 形 举 了 一 个 反例 ， 在 稳定 狂 
上 下 存在 等 价 关 系 , 故 在 围 期 系数 的 情形 也 不 存在 等 价 关系 , 
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